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LA GEOMETRIA NON-ARCHIMEDEA

194

L’argomento da me scelfo & quello stesso che ero stafo invitato a trattare nel
Congresso di Heidelberg, parcudomi che anche oggi possa interessarVi, specialmente
dopo che matematici, come il PoincarE, ne riconobbero l'importanza. La critica ne
ha gia riconosciuta la validitd logica, onde piuttosto che un'esposizione sistematica,
come avrei fatto ad Heidelberg, credo utile di mettere ora in rilievo alcune qusstioni
di contenuto e di metodo, che si riattaccano coll'essenza dei principi della matema-
tica pura e della geometria, e sulle quali non parmi siano ancora concordi i geo-

metri, pur trattandosi di argomenti geometrici (*).

Che cosa ¢ la Geomelria non-Archimedea? E essg valida quale sistema di ve-
rita astratia ? E soddisfa-essa pure alle condizioni quﬁl’z'/deve essere assoggetiata
ogni sistema geomelrico 2

Sarebbe inutile ricordare qui le discussioni secolari intorno all'infinito e all'infi-

nitesimo atbuale; nella storia troviamo matematici favorevoli e contrari, da un lato

ad es. G. BernouULLI, dall'altro Gauss, indeciso tra I'uno e Valtro Leienrrz, altri
invece,- come G. CawToRr favorevoli all'infinito attuale e contrari all'infinitesimo
attuale, consideratoe quale segmento rettilineo continuo. . S :

Queste discussioni si erano, si pud dire, assopite, quaudolanahm melcé 11 con-.-
cotto di limite, si adagid su basi sicure nel campo della grandezza finita ed era pre-.
_ valsa la tendenza contraria all'infinito ed infinitesimo attuale, provocata anche dal-

tentativo fallito di una geometria dell'infivito di FonTENELLE (%).
Ma nonostante che Gauss protestasse coutro 1'uso nella matematica, della gran-
dezza infinita determinata, qua e 13 risorgevano le antiche dispute.

(*) Non essendo stata tenuta Ia conferenza al Congresso, perch¢ I'A. si @ ammalato appena
giunto & Roma, & mancato uno dei suoi scopi, quello ciod di promuovers una discussione in seno

al Congresso medesimo intorno a questi argomenti.
(") El. de Géom. de linfini (Paris, 1727). Yedi A., Fondamentt di G’eom., 1891 pag. 620 trad

infiniti del FonTeNELLE, contrariamento a quanto affermd il sig. Canror (Math. Ann., 46).

-tedesca di A. Scueer, 1894, pag. 697. Nulla hanno a che fare colla geometria non archimedea gli -
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Il fatto & perd che nessuno aveva definito bene che cosa intendeva per infinito
e inlinitesimo attuale, che possono avere, come si vide poi, forme diverse; mnon lo
definl il BernouLLI, ng.pilt recentemente 1'idealista del Du Boris Reymonp, Ne &
una definizione accettabile dell'infinitesimo attuale quella del Porsson. Ma d'un tratto
la luce cominciava a diffondersi con l'introduzi legittima di grandezze infinite e
mﬁmtesnne 1ttualx, cloe coi numeri transfiniti . CANTOR, coi momenti dello
STOLZ e covh dini di mﬁmtq dell_e funzmm del DU _Bors Revmoxp. Ma non si
trattava di in niti e iHﬁEéSlmi geometucl. 11 CanTor facendo uso dei suoi numeri
! transfiniti affermava di aver dimostrata la impossibilitd dell'infinitesimo attuale quale
Esegmento rettilineo continuo. 0. Storz aveva gid fatto rilevare che la questione
{ dell'esistenza dell'infinito e dell'infinitesimo attuale dipende da un assioma secondo
il quale dati due segmenti rettilinei, T'uno minore dell’altro, vi & sempre un multiplo
- del minore, secondo un numero intero finito, che supera il segmento maggiore. Questo
,(, assioma fu chiamato da Storz col mome di ARciIMEDE, perchd & il V assioma del-
o iYopera De Sphoera el cylindro del gmndc snacusmo, ma che era-stato usato anche
R} { da_alkri ().
v-alu s 7 Lo StoLz faceva rilevare che la dimostrazione del CanTor non poteva toccare
: 7né i suoi-momenti né gli ordini di infinito del Du Bors Reymond, i quali pur non
i ('/ soddisfacendo all'assioma @ ARCHIMEDE, non 5000 grandezze lineari, mentre lo StoLz-
‘ ._f_" affeunm.a . pure | llmposmblhta del segmento rettilineo infinitesimo attuale dando ua

_gl_lmost1mzlone dell’a,sswnm stesso pmtendo dal postulate del continug nella_forma data

d}__D_[‘_I_)MD Anche dai’ posf'"T'E del continno dati da WI:ILRSTRAss e CANTOR, softo__

\3 forme piu
(’ Ancmm.p
Nou sx trattava adunquc di vcdow se_osistovano gnndenzo infinite ed infinite- .
‘sime, bensi se esistetanc segmenti »tcsmn attuah tali da
sold_dlsfa;ew,fe~ plopuet.) fon&amentah della 1etta eccetto 1'assioma” dARCHIMESE?W
E_le_vie._ ordinarie_sembravano-chiuse, dop}o, e, dlmostlaszxL_dg,,QANTon e di
STOL Non era dunque per via analitica che potevane presenfarsi spgg_@neamente
questl segmenti, poiche i detti autori partivano dalla corrispondenza biunivoca del con.

tmuo mtmtlvo €on quello numenco,\,o dauxumeu.«tmnsﬁmtlhdx C,ANTOR, che _sem-

e al calcolo, si deduce, come da quello d1 DLDEKI\ID, 1assxoma di

1 spontaneamente coll‘anahm lo spazm_genelale a mﬁnzte dlmensmm, quando 51 pofe-'
vano consldelare soltanl‘.o delle _yarietd_a .un.numero_finito_di variabili.

() Vedi A., Fondamenli di Geomelria, Appendice. A proposito delle recenti discussioni sui
numeri transfiniti di CAnTor, veggasi Scuoenrriss, Die Entwicklung der Lehre von den Punktman-
nigfaltigheiten, 1908. Per gh mﬁmtx del Du Bois Rermonp veggansi anche i recenti lavori di
BoREL ‘_Q\E BorTororTL!

1 {‘f’) 11 prof. Enrigues, che.nel suo scritto sui “principi della geometna (Bncik. der math.
Wissensch.. III, 1, 1907) riferisce.esattamente sulla_geomeliia, Hoh arcfum a,..1060rre. perd.in. ...

!
i
§ un equivoco quando egli da al postulato del continuo di CanTor (Math. Ann., vol. V) una forma ..
!
]

cquivalente a qm't da me"il;\{a, concludendo-chc dal postulato "de

—~— D
ANTOR } llOll Sl R cducc l assxoma

W' ARCUIMEDE,
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[w,dﬂé&ﬂ”mmmuo reltilineo..stesso,. inturtivamente consi-
derato, e diviso nei suoi possibili elementi. E allora ci siamo accorti che i postulati
sunnominati del continuo contengono qualche cosa che non & suggerita necessariamente
dallo stesso continnto. Questo continue_ infatti.ci-e fornito. dall'espenenza—wtl segnarvi
dex “punti” pe_; 151 sua determinazione .0 _pet_le operazioni pratiche che dobbiamo
fme con_esso g_yu Operazione arbitratia ‘nostra. D_mpmcamente To vediamo composto
di puutl materiali, gli Wi accanto agh altu, f)i)pme" (h 7t>1>abtun pratlcamenﬁé naivi-
“sibilirSe jdedlizzidiio. il punto ucruardandolo come estxemlta della. hnea, noi -vediaio
¢H67Es%0 mon pud comporre il continuo, perché ci troviamo sempre dﬂ':é.ﬁ,m ad in

segento che comprende idealmente. almeno altri punti distinti dagli estreml. 1N

dei punti distinti dagli estremi, non & piti giustificata la corrispondenza biunivoca
~.fra i punti della rotta ¢ i nwmeri reali ordinari. Allo Stoxz avevo gid osservato che
Tassioma d'Arcmiyeos si deduce dal postulato del continuo di DEpEKIND, perché
anche questo postulato si basa sulla corrispondenza suddetta, ma che si pud separare
Vassioma d'Arcumiipe da guello del continuo dando a’ questo la forma seguente.
Se in un segmenlo A D esiste un segmento (XX') variabile tale che A X sia sempre
crescenle ¢ minore di AX'; e (XX') diventa indefinitamenie piccolo (cioé pin
piccolo di ogni segmento dalo), sempre decrescente, esso contiene un punto ¥ di- -
stinto da X ¢ X'. s
Al postulato del continuo nella nuova forma ne va aggiunto un altro analogo a
quello d1 Am[u.\lrm,, e cios che se a & ﬂ% ‘due’ segmentz rettelm lalz 0ke e
- st il coslruzrc iin mulupl o $é ;

ity

g

lassxoma d1 AI»CIIIMJ'DI-
_D nei Pondamentl _ho_ ap_punlo costruili dez segmenlz znﬁnm e infinitesimi
AN i fedatebdidtil
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di addlzxone e d1 sottlauoue come si possone trovame i multipli e summultlph
eseguendo con essi varie operazioni razionali e irrazionali, cosicehé coi simboli (nu-
meri) che rappreseniano questi segmenti si possono eseguire le operazioni fonda- -

menlali, per le quali valgono le regole ordinarie. Naturalmente posta dinanzi, come
si doveva, la questione dell'esistenza dei segmenti infiniti e infinitesimi attuali, la
concezione aritmetica di questi numeri doveva stare iz seconda linea, perché per
cid che dissi era opportuno affroniare dapprima lale questione non dal lato arzt-
metico, ma da quello geomelrico.

B fu_questa insufficienza . giustificata di sviluppo aritmetico che diede origine ad
alcune. critiche contro i nuovi mﬁmtl e mhmtesmn. Bd @ pewlb che 11 pro anx-

) Yedi anche A, JI continuo reltilineo e lassioma d'Archimede (Atti . Ace. dei Lincei
1890). (Hoxl.nni‘i)ar Quantitit und die Lehre vom Jlass (Leipz. Ber., 1901). Auche sulla Geomeiria

5= g .

non archxme&ca si i_pud pdrl.tﬁ:’“ﬁ:ﬂm iisurabilita dex segmcufl quando _uno di essi sia preso ¢ come
unxta\fondamcnhlc “0i misura. T

e i s TN

- \
ostulato che a tutti i nwwmieri razionali cotrlspoudono dei punti pon & pratlcamente \-
verificato, e idealizzando il punto e il segmento nel senso che esso comprenda semple,)
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CiviTa, ancora_guando_era studente, dietro_mio_consiglio, trattd per primo il problema
- dal lato aritmetico, costruendo i detti numeri per via aritmelica e completandoh
anzi con' T ﬂntroduzione d1 nuove unitd, necessarie per altre operazioni. D'aliro canto
il 31y, HiL.eant oon Ia costrutione di Wmatnmmhnmedggklenu
:'a"dare una conferms autorevole alla™ possibi _logica di una tale geometrlah_g,, il
M{mmsmm r'are‘a‘mm 2 come 1l CAmpo gec geometucp y_diHie
WERT 3is_comprosg mel mio. Le recenti ricorcho sulla toorid degli aggregati, anche
del sig. ScuorxrLigs, confermano la validith logica di questa geometria, e lo ultime
ricerche sul problema del continuo rettilineo acquistano cosi maggior interesse, rima-
‘nendo perd da stabilire in modo definitivo se, come pare, sia un solo il tipo dei
‘numeri che vi soddisfano, anche’ aggiungendovi occorrendo altre unitd, questioni co-
desto di cui si occuparono recentemente. i signori HAHN, ScuoenFLIES 8 WAHLEN.
. Assodata la validita logica del continuo rettilineo mon-archimedeo, ne consegue
C pure quella della geometua non-archimedea, per la quale nei miei Fondamenti ho

scelto la forma Riemanniana. B si ha che in un_campo_infinitesimo—intorno—ad-
un pmzto considerando solianto. i segmenti_. finiti_.[ra. loros-o - che -soddisfano....
all assiorna i ArCInEDE, vale la g¢ ometria euclidea. Questo teorema fu poi dimo-
- strato~dal” LEVI-Crvita ™ anche pe1 la geometua non-archimedea di BucLipr e di
BoLYAL-LOBATSCHE WSKY-
"B di questo teorema si possono riguardare come comllan i teoremi del sig. Dy,
- trovali seguendo il metodo di HiLBerr, sulle relazioni della somma degli angoli di
" un triangolo con le parallele condotte da un punio ad una retla, vale a dire che emstono
due sistemi geometrici non-archimedei nei. quali la somma degli angoli di un triangolo
¢ maggiore di due o eguale a due retti, mentre da un punto si possono condurre pm
parallele ad una retta data (').

La validity logica della geometria non- alchlmedca porta ‘con s& I'indipendenza
della teoria delle proporzioni, come quella della ploxetbmta dal postulato di Arcui-
MEDE, di cui pure si occuparono seguendo metodi pit semplici altri geometri, fra i
quali HILBERT e SCHUR. . '

*
¥ x

- Ma: assodaba la validita logica della geometria non-archimedea rimane la que-

stione -del contenuto e del metodo che farono pure oggetto di critiche, sebbene meno
determinate. Permettetemi di intrattenerVi, per quanto il tempo me lo consente, St
questo punto .che pud sembrare esorbiti dal campo matematico a chi & abituato nells
" ricerche superiori della scienza a badare soltanto ai risultati, e a non dars. impor

tanza al contenuto degli oggetti matematici e al metodo, mentre il contenuto & A1

pogsa auche. condurre a petizioni di principio. o mi . servird sotto altra veste di
consxdelazxom, gid vecchie, da me svolte nei Fondamenti di Geometria, e prima

ERE (*) Basta infatti considerarc un campo infinitesimo non archimedeo nel quale la somma degll
-angoli di un triangolo nella geometria Ricmanniana o cllittica & maggiore di due retti e nella geo-
metria Buclidea d eguale a due retii, ¢ per un punto passano infinite parallele ad. una retta data,
quando si consideri la parte di esse rette comprese nel campe suddetto.

per-sé un elemento esseuziale nei principi .della scienza e il metodo uon bene sdelto, -
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ancora it lezioni date all'Universita di Padova tra il 1885 ¢ il 1890 che servirono di
-preparazione alla pubblicazione dei Fondamenti stessi, tenendo ora conto delle pub‘
blicazioni successive. ' .

Gli oggetti della matemalica pura non hanno necessariamente una rappressn- .
tazione fuori del pensiero, ad es. il numero, che & nella sua prima formazione il -’
risultato dell'operazione mentale dell’enumerare degli oggetti anche astratti. La verita
ha il suo primo fondamento sui principt logici ¢ su semplici operaszioni mentali
universalmente consentite. La libertd dello spirifo nelle sue creastoni & limitalo.
soltanto dal prineipio di coniraddizione, onde wn’ipotesi & matematicamente pos-
sibile quando non & in contraddizione colle premesse. La matematica pura, come Ja
logica formale, & per noi esatia. '

La Geometria invece ha la sua origine nell osservazione diretla degli oggetli
del moﬂ esterzore che ¢ lo spa_gzq__/fz'szca; ¢ dall osservasione idealizzala di essi
trae le sue prime e precise veritd indimostrabili e necessarie al_suo_ svolgimento
Leorelico, che sono gli assiomi propmamente detu come ad es. quello che per due
punti nel campo della nostra osservazione passa un “solo oggetto rettilineo. Ma-per
essers esatta la geometna essa deve rappreseniare gli oggelti forniti dall’osserva-
zione per meszo di forme astraile o menlali e gli assiomi com ipolesi bene deter-

minate, indipendenti cio¢ dall'intuizione spasiale, cosicché la geometria diventi parte

della matematica pura, ossia dell’ estens;pne astlattq (Ausdehnungslehw) dove il geo-
metla ploceda nelle- sue costruzioni senza blsogno di vedere se esse abbiano o no una
1appresenhzlone esteuoxe, finché non le apphchl al mondo fisico, senza per guesto
che egli abbmmz}d Mbbandonam la v1swne delle - figure o tutti 1 vantaggi che deri-
vano dall'uso deﬁ‘mﬂt zione nella ricerca geometuca Epperd 1a esattezza della geo-
metria sard tanto mangme quanto pil sicura sard quella degli assiomi suggeriti dal--
I'osservazione o quindi quanto pitt essi saranno semplici e nel minor numero (*). Bd
. invero U'osservazione non & che approssimativa e talora anche apparente e fallace, come
quando muovendoci noi vediamo cambiare la grandezza degli oggetti, mentre -(?_?.ll_é ’
leggi della prospettiva si sa che tale fatto non sussiste. Evitando ad es. 'assioma

foiidamentale del pidno, riducendo cioé gli assiomi a quelli pitt semplici della reita ¢

fra due rette, non solo si rimedia al difetto riscontrato da Gauss in quell'assioma,’
ma si risparmia la dimostrazione della possibilitd di tale assioma quando lo si estende .
a tutto il piano illimitato, oltre che si di alla costruzione dello spazio a quattro

dimensioni la stessa origine geometrica di quella del piano e dello spazio ‘ordinario.;.
Certo che la richiesta della semplicita e del minor numero degli assiomi conduce

a inevitabili e minuziose ricerche. T questa minuziositd fa perdere.di vista i con-

cettl generali e costituisce una delle difficoltd mella lettura di tali ricerche,.ove. non
si supponga nulls di matematicamente nofe, e si ponga dimanzi a sé tutbo il pro- L

i esattozza ¢ sotto particolari condizioni, mentre quando stabiliamo gli assiomi possiamo porre -in™
luogo di questi dati delle proposizioni di assoluta precisione e generalitd, e facendo ricorso al prin-
cipio di Macu sull’economia del pcnsxcro egli sosticne puro che gli assiomi deveno essere semplici
¢ nel minor numere (vedi Gutacton zur Verth. des Lobatsch. Preises, nov. 1897, Kasan, oppure
Math. Ann., 50, 1898; Vorles. ii. r\Nlchi: Eucl. Geom., Bd. I, 1893).

{*) Ancho il XiEmy osserva che i dati di ogni osservazione valgono sempre eptro certi limiti - . B
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blema dei principi, come mnei Fondamenti. I chiaro anche che gli assiomi devono
o essere consenliti universalimente, eppercid possiamo ammetiere come cvidenti e gumdz

indimosirabili_solanto_gli assioms _concessi dal filosofo_empirista, pei quali ¢ inu-
lzlc dare la dimostrazione della loro compatibilita logica. Ma tale d dzmoslmazona
¢ invecs necessaria quazzda st estendono questi stessi assiomi allo spaaio zllzmzlalo,
. dappoiché nessuno ha mai osservato né potrd mai osservare un tale spazio. Fcco perchd
non possiamo ‘acceblare come assioma suggerito dall'osservazione, quello delle parallele,
quando si definiscono queste rette come quelle rette del piano che plolungate. indefi-
nitamente non si incontrano mai, perché nessuno ha mai ogservato due tali relte,
né possiamo ammettere come assioma primitivo tratto dall'osservazione quello ad es.
che la retta illimitata & un sistema lineare aperto. Mu gli assiomi tratti dalla pura

osservagione non bastano per la ricerca geometrwa. Diventala la geometria parte

della matematica pum, 0 per meglzo dire dell'estensione astratia, ammettiamo poi

nella gaometrm lulte quelle zpotgsz 0 postulatz che non si contraddicono [ra loro

né agli assioms promcssz Te quali ipotesi o limitano o allargane il campo della geo-
i1 metria, come ad es.,i postulati di ArcHIMEDE, del continuo, degli spazi a pid d} trt_a
V dimensioni, ecc., o servono a scegliere una delle forme possibili determinate da assiomi
o0-da ipotesi premesse, come il postulato delle parallele (*). ‘ .

Dalle cOsc dette discende pme clie bisorrua distinguelo lo spasio ﬁszco dallo

— .w/ze, e o lo spasio ntuilive dallo spazio geome;rzco aszralto, “che é un concelto,

o forme codeste non bene disfinte anche da autori eminenti, come da MOLW Lo
o spasio geomelrico astratlo ¢ appunto quella parie ' estensione pura | nelﬁl 2 quale _
¢ rappresentalo lo spazio intuitivo, ma che a sua volia non /m per tulte le sue
forme una mppreseutazzone e/fellwa nepp approg;}matwa, 0 non ¢ yz_ecessarzo
la abbia nello spazio fisico o intuitivo. G

»ché non solo I'eguaglianza delle figure
’ i goometriche non & necessariamente determinata dal movimento dei corpi rigidi, come
' | ;itoneva HruLMuOLTZ, a & anzi I'eguaglianza delle figure geometriche (che dipende'a
sua volta dal concetto logico dell'eguaglianza di due cose distinte) che & necessaria
per definire il movimento dei corpi rigidi. Da ¢id si ha pure un'altra conseguenza;
che la geomatua. teoretica non & una parte d della meccanica, come riteneva il Newron.

e 1on cilpende dalla ﬁsxca come opinava 1_@9&\1110:,1‘7;. La distingione dello spazio
ﬁswo dallo spazio geometmco ;porla con sé dei postulati che sono necessari soltanto
per le pratiche applicazioni della geomelria, come quello approssimativo del mo-
vimento dei corpi rigidi, quello delle (re dimensioni, quello pure & ArcHIMEDE,
mentre vi sono postulati dello spazio geometrico, come quelli dello spazio generale,

del continuo non-archimedeo, che non abbiamo bisogno di ammeltere per lo spazio
‘fisico ().

(4 Ad es. nelle’ Grundlagen der Geometrie di Hivery il sistema dele assiomi appare invece
‘ iratte atbitraric 'esperionza ed

: R ) pitt_come un sistama di veritd astratte arbitrario che di veritd formte'm parte X
' in_ p'n‘te qu'xh verith necess.u’le nllo svolg)mento loglco della geometna. B

*) A. Fondamenti di Geom. L'esclusione del movimento dei corpi rigidi dalla deﬁmzmz.x?
dell’eguaglianza dello figure accolta ancho da MiLsrrt (1899) e da a 'xltrl', fu puro accettata, ed era pit
diMlicile, in irattati di geomotria clementare dall'A. (I ediz. 1897) poi da Ingrami, da EnRIQUES o
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E poiché nellp spazio geomsetrico, che come lo definii nei miei Fondamenti, ha

infinile dimens.oni, & rappresentato lo spazio intuitive,-noi vi possiame lavorare con

l'infuizione, immaginando in esso il punto, 1a retta e il piano comse nello spazio ordi-
nario e operando coms nella geometria pira. Ma naturalmente non avendo né potendo

avere l'intuizione di uuo spazio a quattro dxmensmm, combiniamo l'intuizione col--

V'astrazione, como facciamo per avere lo spazio illimitato da quello intuitivo, e tanta
& l'abitudine che acquistiamo, che come erediamo d'intuire tutto lo spazio illimitate,
cosi crediamo di- vedere du¢ piani che si incontramo in un solo punto nello spazio a
quattro dimensioni (1)&—

Nella distinzione fra spazio fisico o spazio geometrico si conciliano e I'af-

fermazione di STuArT MiLl che la rebta del matematwo non esiste in natura (do-

vrebbe dnsx pxu plopuameute nello spazm ﬁswo) e la osservazione del CAYLEY che

Nella geometria adunque la liberia dello spirilo non ¢ soltanto limitate dal

principio di coniraddizione, come nella matematica pura, ma benst anche dai dati
dell’intuizione spaziaie.

Non possiamo ammettore ad es. un piano nel quale non valga il teorema di
Desarcugs sui triangoli omologici, né un piano nel quale una retta, che ruota intorno
ad un punto non possa assumere la posizione di un'altra refta passante per lo stesso
punto, come non potremo ammettere i piani di BoLyAr-LoBaTscHEWsKY, di RIEMANN
ed ollittico se fosse provato che intuitivamente vale il postulato di BucLipr, come
non potremmo ammetiere una geometria nella quale la retta fosse determinata da
tre anziché da due punti, mentre queste forme sono possibili nella estensione astratia
e possono avere in tutto o in parte una rappresentazione nella stessa geometria; allo
stesso modo che resterebbe vera pur sempre la geometria della superficie sferica,
della pseudosfera o del piano improprio all'infinito se valesse ﬁsmamente o intuitiva-
mente il postulato di Eucripz.

Cid .contrasta, ma non contraddice al principio secondo il quale per certe cate-
gorie di proprietd possiamo ritenere equivalenti due enti diversi, ad es. due forme

Amaror. Per quanto siasi molto discusso su questa esclusione, e se ne trovi qualche traccia anche
uegli Llementi di Buctive stesso, non s'era mai ottenuta effettivamente. (Vedi A., Fond. di Geome-
tria. Appendice). Anche B. Russer e Poincaré ritengono che la possibilitt del movimento di una
figura invariabile contiene in questo senso un circolo vizioso. Anzi il PorNcar ritiene che Ia possibilita
di questo movimento 1on sia una verith evidente per st stessa, o 2lmenonon lo sia che allo stesso modo
del postulato di Eucrioe. Ed invero la verifica empirica del postulato delle para.llele si pud far dipen-
dere da quella del movimento di una figura invariabile. Ma per la distinzione che io faccio di spazio
geometrico da spazio fisico e quindi tra la geometria purs, per 1z quale il principio suddetto non &
necessario, e le sue pratiche applicazioni, non mi accorde coll'eminente matematico francese, quando

egli sostiene (senza fare la distinzione suddetta) che « en étudiant les définitions de la géométrie

on voit. qu'on est obligé d'admettre, sans les demontrer, non seulement Ia possibilité de ce mouve-
ment, mais encoro quelques unes de ses propriétés «. Questo prineipio e le sue proprieth sono ne-
cessarie invece per le pratiche applicazioni della geometna, come lo & I'assioma delie tre dimen-
sioni dello spazio fisico,

(") Cid spiega perchd adoperiamo qui-la parola spazio anzicht la_parola varwtd chc ha un
mgmﬁcato _bilt esteso ma del tulto gen gr ed astratto.

m




che si possono tlasfoxmme 1'una nell'altra proiettivamente, o bnauoualmente, pelche
- con questo principio non si tien conto delle altre proprietd geometriche o del con-.
':tenuto degli -enti stessi che me costituisce invece I'essonza. Ad es. lo spazio fisicoe:
1o spazio’ geometrico sono di contenuto sostanzialmente diversi fra loro, come sono
fdlvem dalle varietd analitiche che li rappresentano, e come la esistenza dello
- spasio fisico, cosi la- costruzione dello spazio goometrico costituisce un elemento
*..essenziale della geometria, che non va dimenticalo, come di solito avviene. I
“che il contenuto -abbia una importanza fondamentale lo dimostra ad es. il fatto’
«che il Cavrey, il quale ha_iniziato lo studio proiettivo della geometria non euclidea,”
r1teneva valevolo in senso assoluto quella euclidea, onde mnelle-ricerche del CAYLEY:
_pilt"che di geometria non euclidea gi tratta di una rappresentazione di essa nella geo
‘metria euclidea stessa, mutando la nozione della distanza, allo stesso modo- che-la
pseudo sfera, la sfora 6 il p1ano all'infinito impropxio, sono rappresentazioni dell€geo
‘metri€fon euclide@in quella euclidea. Ora invece il contenuto di queste geometrie’
“ha.una notevole importania: esso ¢t dice che U'alluale osservazione esieriore nom.
. & sufficiente a stabilire esatlamente Vuna o Ualira geometria. B un tale contenuto
- ha, come si vede, anche ‘una portata filosofica per la forma dello spazio, mentre nes
', suna potevano averne le ricerche del CAYLEY, come non ne hanno la teoria degli
- immaginari o quella dell'infinito improprio, perché non si tratta che di demomi-
Lnasztont usate per 1nd1ca.1e enti gia esmtentl ed effettm che nulla aggmngono all
“genesi dello spazio. ‘
Da tatto cid emerge anche che le ric

,nnvzgontl da fattl nuovi, non solo pud trarre pxoﬁtto la matematlca, ma la stessa
hlosoﬁa. : . SN

- La filosofia deve perczo accetlare le nuove idec matematiche quando esse szelzo :
/ormate definitivamente. Perd se le ricerche matematiche si devono d1stmguere dalle'_‘
filosofiche, & opportuno d'altro canto che il matematico si astenga dal giustificare i suoi-

concettx con cons1de1azxom “filosofiche o con ﬁnzmm che si_prestano_facilmente alla cri- " .

1c:1 del ﬁlosofo, come fanno ad esempio lempmata e l'idealista del Du Bois REYMOND,'i
come-fece. talora il Cantor per giustificare i suol numeri transfiniti; 1 quali -hanno 3y
una’légittima esistenza, nonostante anche recenti critiche filosofiche. Ma d'altro canto !
-per: bimore di questeﬁg,}}tlche il matemalico non deve trincerarsi in-un- campo: pura-

ne]zle ‘asirallo o in un formalismo simbolico. mostrandosi indifferente dinansi’.
questioni di condenuto malemalico, come & accaduto in

i

accaduto in passato: e accade.amcora.al
presente, quando si confonde la geometria con ]a teoria genemle delle vaueth di ele-v ,
penti puramente astratte. St

- Eppercid & preferibile che l'ordinamento dei nuovi punclp1 usponda allo svolvx-:;
mento loglco e pilt semplice delle idee matematlche e qumdl 24 meto}o ‘non s sza arlz-_‘-;
' ma:

. fsczen»a sono bene distinte ¢ devono lenersi
~ - alla genest delle idee. malematiche: o noj stessi nel detexmmme 11“contenuto degl
oggettl della. matematica pura e della geometria . non abbiamo iﬁfésvo‘&ini)mgclpar
~per I'uno o por l'altro_ sistema ﬁlosoﬁco, 1mpelocché accennando che il numero
" non_ha. necessarlamente ul
,affermme che il mn_nem non 31a. esso stosso. di origine empmca o dlcendo che IL’
--punto-ha una lappxo_sentazmne -empirica, non. abbiamo voluto. dire che ‘100 sm 1 sia-un

. pura ] mtumone a priori delle bpmt " necessaria ad ogni esperienza - estenore. B
* questa dxstmzwne & un bene ‘perchs -

‘

_ medmute una varietd a pitt vauabxlx per studiarne i punclpl, b necessario ‘esa-
i me se. seguendo il contenuto dello spazio stesso, o.la sua costruzione, i postulatx:
detta varieta possano ossere glustlﬁcatl senza- ricorrere a concetfn che “eon (11101

ulla scelta del metodo sono dacbmdo i pih eminenti nntematici.‘.ll D'U BOIS

a matematlca o musce “mentre’ lzi ﬁlosoﬁa«
almeno per ora, ci dmde,b vero che gli studi sui principi della scienza hanno da
e daranuo ancora luogo a discussioni fra matematici, ma Derrore -in matematlca 8
.-va. sempre eliminando, e restano Ie nuove idee definitivamente acquisite alla sclenza
“Llerrore dlpende o direttamente dal-matematico o-dalla mdetexmmatezza di alcun
i nuove idee o "dalla poca chiarezza colla quale dapprima - ‘si plesentano, ma spesso‘
vanche dalla conhaueta che esse mcoutrano ‘da principio quando ‘urfano " yecchis. con
- vinzioni profondamente radicate o raifmzate dalla autoritd di -eminenti” matematici
¢ 0.conbro la mdﬂfmenw degh um, che per-non darsi la pena-di. nﬂettele voxrebberoJ‘

deve dlmentxcaxe la loro ongme e per Ia geometua NEWTOV‘ osselvava
delle

matematicamente noto riesce nella lettura pm malauevole e soltanto: negh
amu in/Italia e fuori il metodo basato sul- puro ragionamento va prevalendo
yl_'xcmche sui principi della geometria. Tutti ricordano la sorte -toccata all’ Aus-
gslehrs del Grassmany del 1844, certo migliore per metodo a quella-del- 1862

‘zione di- altrx per i quah i nuov1 penaaton sono i nvoluzwnau della sclenza. D,a
“oscurare la luco nascento delle nuove verith matemntlcho si aggmnsero quex filosofi
che, formi nei punc1p1 matematlcl gid da essi conosciuti, .vodevano o. cledevano d

vodere mello nuove ides un ahtentato alle 1010 xpotesn sulla. conoqcenza e ﬁulla 1nte :
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Tomando alla veometna non- axchxmedea & necessario assicurarsi se’ essa soddisfa

- alle condizioni di con_tenuto e di metodo sopra enuncxa_te, Esaminando i1 continuo,
¥, quale ci viene fornito - dall'osservazione. diretta e greggia, per due oggetti rettilinei
" vale l'assioma d'ArcumMeDE, perché qualunque essi siano, anche se non possiamo
. praticamente costruire un multiple dell'uno maggiore dell’altro, potremo perd consi-
- derare dei"due oggetti una parte ennesima abbastanza piccola in modo che la verifica
. dell'assioma . sia -possibile per queste parti, e quindi fra i due oggetti stessi. Ma la
estensione sens’altro di 'questo assiome a tutlo lo spasio illimilato, non & ugual-
mente giustificata. Ed invero, quando noi passiamo ad ammetlere che in ogni segmento
- idealizzato vi siano punti-distinti dagli estremi, né lossewazxone, né l'intuizione.ci

. conduce a stabilire l'assioma d'ArcHiMEDE fra -due segmenti che non si possono -
- osservare. E siccome si’dimostra che se. esiste un segmento- infinitesimo. attuale esso .
- si pud considerare rispetto a un segmento finito con infinita approssimazione come nullo, .-
si-conclade che se anche esistesse fisicamente un tale segmento, noi non potremmo ve- -

_derlo. Possiamo perd applicare la nostra intuizione in ogni campo di segmenti finiti,
cho soddisfano cioé all'assioma d ArcuMEDE. La geomeiria non-archimedea sod-
S disfa adunque alle condi fomi che. alla geomelria in generale sono imposte dalla
znlumone spazzalq, e qumqlz il suo contenuto & geomelricam le. gzustzﬁcato.

*
% ¥
Ma un alfro pxoblema, pure geometuco, s'alfaccia in segmto alle noshe premesse,

quello cloe sé le ipotesi mon confermate dall espenenza 1possono avers mercd osserva-

zioni pilt accmate 0 piti estese un'effettiva 1applesentazxone nel mondo hsxco Fra queste

lpotem le pilt caratteristiche sono quelle delle parallele, del contmuo e degh iper-

1

~ spazi. ‘Abbiamo gia osservato che se Dipotesi euclidea fosse esclusa, non si potrebbe .
pitt parlare di spazio euclideo. Per il continuo rettilineo osserviamo invece che fisica- -

- mente 1'esistenza dell'infinito e dell'infinitesimo attuale -non contraddice alla mostra -
e intuizione, perd nessuna .esperienza ci conduce né ci potrd condurre fuori delle gran-~

dezze finite, solo- possiamo dire, per un teorema sopra ncoulato, che: se lo spaszio

fisico fosse infinito alluale mspetlo al campo delle nostre osservasioni, nello spazio .

ﬂszco finito, supposio anche illimitato, varrebbe la geometrid euclidea.

. L’ipotesi fisica invece’ di uno spazio a quattro o pilt: dimensioni fu da me combat—;.'
tuta .altrove, associandomi all' HeLmmoLTz (*). In ogni caso nessuna utilitd ci spinge.
a ‘questa 1pobesx, che sarebbe puramente fantastica. Eppure. & curioso che certe id»ee.'
stano scaturite da intuizioni anche errate. I'idea infatti di uno spazio a pit di tre
'dimensioni non. & sorta dall’Ausdehnungslehre "del Grassmany, per il quale- lo-
spazio fu sempre a tre dimensioni, e-quindi anche la geometria, e fanto meno &.
sorta dal nominalismo geometuco usato dal CayLey, dal Cavcuy, dal RIEMANN o -
“da’ altri nello studio di certe varieth anpalitiche a pitt di tre dimensioni; non dalla -

mis costruzione geometrica degli iperspazi, ma sorse dall'ipotesi fisica siessa, che

. fu la prima a presentarsi, e che ha percid ostacolato 1'accettazione dell'ipotesi mate- . »
matica ‘e ha fatto spesso confondere- presso il volgo.i sostenitori della geometria a

pm di tre dunensmm coi cosidetti. medium alla ZOLLNLR e cogli spzrzlzstz.» ‘-

K R BN .

0! A.,' Il ve.rovnella matematica (di'scorso inaugurile, noy. 1906, _Padc;va)_ -

ders1 ~con_ _qualunque geometria che si ottenga tralasciando o modlﬁcaudo gualche
asswma.. La geomctu'z non- mcluiliédea come ‘Ia non-euclidea, ha risolto una questlone
* sulla quale sl dxscuteva da secoli ed ha | rrettato nuova luce sulla costituzione del.

continuo e dello’ spazio geomotrieo. 1 cid basta per la matematica pura. Del resto, ogni

legge matematica,: essendo una legge del pensiero, & anche una legge della Natura.

E per 'armonia meravigliosa che esiste fra le leggi del pensiero e quelle del mondo, -
 faori di esso non si pud asserire @ priori che in questo non possano avere un apph-
~ cazione utile anche le pittalte e pill astratte concezioni matematiche. Ma non pud essere:
- questa utilith relativa lo scopo diretto della ricerca’matematica in generale e in par-
_ticolare quella intorno ai principi della seienza; non escludmmo perd, anzi vogliamo:
~oggi piti che mai che uno degli scopi pii importanti della scienza sia anche _quello.
di soddisfare ai bisogni dells scienze applicate e di cmrlspondele megho che: @ pos-
VSlbllB alla’ sua 1mp01tante funzione sociale.

* R >.
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E qui, “come geometu avremmo finito. Ma se non & complto nostro di fale della
-, filosofia, non possiamo pérd accettare le restrizioni’ del ‘puro empirismo _sull'estensione

.~ della ricerca ‘matematica; il Pasorr stesso che ha fatto un utile tentativo in questo
- senso, e per fante ragioni assai lodevole, non ha potuto rimanere coerente al suo pro- e
-gramma (}). Ne possmmo th geometri ammettere che lo spazio e i suoi _Dpostulati .
siano forme ‘@ przorz dell'intuizione pura, secondo la crities di KanT, pelche nessuna vy
- prova matematica & stata data ad es. per il postulato delle parallele di EvcLipg, il.
: solo che KANT comoscesse. B quei filosofi positivisti i quah combatl:ouo le 1potes1
t-euclideo non sono meno metafisici dei kantiani. B tanto meno possiamo ammettere
-che pur non_avendo il postulato di BucLipk la stessa evidenza degli altri e possa non
-essere ‘verificato da ulteriori osservazioni oi abbiamo un "intuizione @ priori o subiet-
-twa necessaria del pbsﬁulato medesimo, l_afquale intuizione deriverebbo dalle: ra.ppre-
sentazmm visive e _tattili (), & non la possiamo accettare perché se 1'esperienza non-
confelmasse il postulato di EucLips, dovrebbero pur modificarsi le rappreseutazmnx
visive e fattili, e quindi anche la nostra intuizione spaziale. In ogm €aso nessuna
prova goometrica abbiamo della necessitd subiettiva del postulato di’ EucLIDE e degh
altri assiomi; cosicch? il geomebra non pud ammettere gli assiomi dati dalle rappre-
‘sentazioni visive e tattili per tutto lo spazio illimitato senza giustificare tale estensmn
La nostra intuizione ¢ fatta di osservazione e di esperxenza 1deahzzata, perche quando
‘mi~ figuro la ._rgtta intuitivamente, uon la so immaginare che come un oggetto retti-

‘lineo per quanto idealizzato, e sebbene poz eo laslrazzone io estenda tale rappre-
Sentazione a qualunque segmento delia retta 1111m1tnta. Noi e¢i assmurlamo infatti

della presenza degli oggetti esterni e delle loro propriets per mezzo

qualita dpllra noatre genzazioni che e pmducano in ooi, e trattemamo eoll’ ;trzzwnﬁ,

soltanto quella dell estensione per avers le pnme forme geometrlche. E(gosi -com

il- hnvuagglo, Imtulzmne spazmle é il plodotto d1 uua Iunga espenenza. Gh uomml

(‘) A., Fondam. dz geometria. Appendice.

. () Evriques) Sulla spiegazione psicologica dei postulata della geometria: (vaista _ﬁloéoﬁ.ca"di;
G. CANTONI. Pavxa, 1903). — Ene. der Math. Wiss., (Ioc clt Emleltnng) : :




Ma pe -qua.nto élamo d'acc01do in alcuue cou51de1a210m fondamentah fra'le quali quella.
dell’ 1 1pendenza della veometma dalla fisica, nom Posso aSSOGIB-lml a.lui. ad es.'né ‘pella
d1mostraz1one che Io spauo, ‘come: forma di esterioritd, debba avere un- numelo finito
di dimensioni, .mentre. lo: spazxo generale ne: ha un. numero mﬁmto. ne- nel"altla, che:
egli. tenta di. dale, che tutti~ gh assxonn comuni ‘alle txe geometue non- euchdee son
necessari- per: ogni- esperienza,. mentle anche secondo’ lui. sono; di’ origine . empirica
postulatlzstessx,,delle palallele'_ Sarebbe’ oppmtuno esaminare le cbnseguenze dital
rpotes 'nspetto alla geometua non-archlmedea.

“I'Vi sono dei’ concett _che non,. - S0M0 - datl '-duettamente dall’osservazlone, com
quello-dell’ 1111m1tat0 “ dal quale abblamo fatto dlpendele quello della. dlmostlazxoﬁe pe
induzione, uompleta o quello dell'eguachanza delle figure 1nd1pendentemente dalp in
CIPIO appxosmmatwo del movnnento del corpi. llgldl e. d1 questl conceth non, é clnaro \an

-cos1 mhmamente ' onnesm “fra’/lor




