LES

POSTULATS DE LA . GEOMETRIE

DANS L’ENSEIGNEMENT,

Par G. VERONESE (Paboue).
(Traduction de MM, R. Buicarp et E. Durorce.)

Les recherches sur les principes de la Géométrie ont, dans le cours de
ce siécle, enrichi la Science de nouveaux résultats importants, de méthodes
générales et fécondes, et ont de plus ouvert aux philosophes de nouvelles
voies d’investigations sur Ja théorie de la connaissance des concepts
fondamentaux des Mathématiques; doivent-ils rester sans influence sur
lenselgnement de la Géoméirie rationnelle élémentaire, lorsque le but
méme de cel enseignement est de contribuer & préparer Pesprit aux
études supérieures, en ’habituant au raisonnement rigoureux ?

Depuis que ces recherches ont mis en évidence les défauts du texte
d’Eaclide, qui avait servi durant plusieurs siécles i I'éducation mathéma-
tique de la jeunesse, si 'on veut faire un Ouvrage séricux, témoignant de
quelque progrés, ne doit-on pas se préoccuper de la nature, du réle des

postulats, de leurs relations i intimes et des liens qui unissent les diverses

lheones et les methodes variées que ces recherches ont fau; eclox‘e ? Pour-

ment parce que l’ouvmﬂe qu'il composa repondalt anx ‘vues _de son
époque? Et la fortune qui accueillit en France et ailleurs les Eléments
de Legendre, peut-étre fut-elle due surtout 4 la nouveauté des méthodes
et des idées qu ils contiennent. Quant & ceux qui affirment au_}ourd hui
que, pour écrire un nouveau traité, on n'a pas i se préoccuper d'études
crmques sur les principes de la Géomeme, ils devraient prouver que I'en-
seignement élémentaire est parvenu & son plus haut degré de perfection.
D’ailleurs, méme sans avoir Ia palience ou P'audace de composer un nou-
veau traité, le professeur qui voudra néanmoins en choisir un bon &
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Pusage de ses éléves, comment pourra-t-il convenablement guider son
choix, s'il ne s’intéresse pas lui-méme a ces questions? Toutes les dis-
cussions auxquelles a douné lieu le texte d’Euclide démonirent clairement
que le probléme didactique dépend du probléme scientifique relatif aux
postulats. Nous parlons, bien entendu, du probléme didactique qui se pose
dans I’ enselgnement clasmque dent lobjcchf est le méme dans tous les
'pays cxvlllses, et qu..l s occupc partout des mémes quet a part quelque>
variations, d'une nation 3 lautre, porlant sur la quanme des matiéres,
mais non sur la qualité. Quant aux écoles spéciales, qui préparent aux
hautes études techniques, les Mathématiques doivent, plus encore que dans
lenseignement classique (ot les études littéraires sont plus développées),
y contribuer a la formation de U'esprit et au culte du vrai. Concilier les
exigences de la Science, celles de Fenseignement, et aussi celles de Pin-
telligence moyenne des éléves, tel est donce, selon nous, e but que doit
se proposer. Pauteur d’un nouveau traité de Géoméirie élémentaire. Jb
est nécessaire, enfin, que les professcurs aient foi dans le progrés de la
Science, et qu’ils se débarrassent de préjugés : car, dans toutes les parties
des Mathématiques, il n’en est pas ot les préjugés soient plus solidement

. enracinés que dans celle des prineipes, ou il est si facile de travestir les

pensées des aulres, que ce soit i cause de Yobscurité ou sont incon-
sciemment tombés quelques auteurs illustres, ou encere par suile d’one
critigque peu atientive et peu consciencieuse. Et il en est surtout ainsi
dans I'enseignement, par suite de I’habitude que prennent certains pro-
fesseurs d’enseigner aveuglément les Mathématiques & 'aide d’une m¢é-
thode doanée, ce qui les met dans P'impossibilité de se renouveler et les
pousse & mépriser le nouveau.

Comment donc concilier les exigences de la Scxcnce el de I'enseigne-
ment? 1l sera tout d’abord avantageux de rechercher i quel point.on
¥ est parvenu jusqu’ici, cette recherche restant mieux délerminge et plus.
simple. Ce fut Legendre qui, le premier depuis Euclide, tenta_dans ses
E'lements une reformc de Iensewnement. de la Geomeme, et ces Elc-
“ments, qui “datent de Pépoque de la olution rancaise, furent h)n"-
tenips comme le nouveaun code de la Géométrie élémentaire, méme en
lialie; aujourd’hui encore, leur influence cst manifeste sur les Lraités
francais modernes dont j’ai connaissance, el dont quelques-uns encore
sont adoplés cn Italie dans les écoles techniques. Mais gré tout, on
ne peut dire que Legendre ait évité les défauts d( > d’Euclide, et

méme, comme I'observe Houel, qui, en. France, étudia passxonnemem les

principes de la Géométrie, ct dont I'opinion sur ce sujet fait autorité,
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Legendre altéra la beauté de la méthode _grecque par lmtroducuqx_x de
procédés amlhmquues. Clest pour evnter cet inconvénient qu'en Itahe
les illustres mathemal]cxens Betti et Brioschi firent une traduction des
Eléments IEuclide et que “Te texte euclidien fut officicllement i;fégcrxt
dans lensewnement classique; on n'avait pas d’ailleurs principalement
en vue P'adoption de ce texte, mais on désirait surtout 'introduction de
la méthode qui respecte igueur sclentlfque, et qui, jusqu’a la théorie
de la mesure, exclut du ralsonnement geomemque lout soutien anthme—
. tique ou al"cbmquc et ce fut sage, méme si le texte d’Euclide ne répon—
dait plus aux exigences de la Science et de I'enseignement modernes. H
nc me semble d’ailleurs pas que les autres traités, o sont suivies les
méthodes d’Euclide, ou celles de Legendre, ou d’autres encore, solent

parvenus & cette conciliation cntre la Science et Penseignement que dési-
reraient lant de professeurs, et qu’il est possible d’ au.vmdre.
Dans la préface de mes Fondements (1), ] i distingue les sciences ma-

thématiques en sciences formelles el en scicnces_expérimentales. Les_

premiéres comprennent IAnLhméuque et les MathemaUqucs pures en

général, car, par exemple, dans sa formation primitive, 'idée de nombre
provient de la faculté de comypter des objels, qui peuvent éire purement
abstraits; ces sciences envisawent des étres qu’il n’

t pas n'écessaire,

dehors de toute 0; lhlon phl‘losophlque sur l’orwme des 1dees mathcma-
liques abstraites). La lonique pure est, elle aussi, une science formelle.
An conllau‘e, les screnccs qul s occupeut d objets qm cxnstcnt en reahte,

conceptions pumlllves toules reconnues comme > vraies, dans lcs scnence:ﬂ

expenmenla]es elle provnent de I'accord entre T observaclon ¢t lIa pensée,

de sorte (que ces sciences sont Dasées sur quelques venlea pnmxtlves
dont I'intuition accompagne la perception de certains falts, mais qui
ne peuvent se déduire les unes des autres. Ces vérités primilives sonl_
1es axiomes propremeul. dits. Par exemple, la proposition suivante

/« Ia droxle, dans le champ “de notre observation extérieure, est déter-

§
{ minée par deux qaelconques de ses points » est un axiome, lorsqu’etlc

i

n esl pas rbducuble aux prémisses. il ¥ & encore en Géoméirie d'autres

(') Traduction en allemand de A. Scuzee. Leipzig, Teubner, 1893.
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. en dehors de ce champ : cles
%) I'heure et relatif & la droite, lorsque
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/- pénéire de suite dans le domaine de Pobservation, lotsqu

tion, mais que nous éten-
hors de motre portée effective, qui se trouvent
i .arrive pour Paxiome cité toul &

nous P'étendons &

a enfin d’autres axiomes qui ne se rapportent plus qu’aux objets exté-
rieurs au champ géométrique correspondant a celui de notre observa-
“tion : par exemple, ceux qui concernent le point déterminé par une
_répartition de Dedekind, le point qui sert & la construction de ]’e§pace i

mltee, c"es_lfz‘ilfglliiyc a tout 'espace, gne nous ne pourrions_observer. 1l y

une droite illi-

. . v e ¥ "'""AM.' =
quatre dimensions, eic. : ces axiomes n ont plus alors qu'une exislence
Jualre daimensions, : d ! : o
abstraite. Aussi est-il nécessaire;, pour les axiomes des dcuxggxn_q'tgﬂx;es
espéees, de prouver leur compatibilité avec les axiomes proprement dils
qui_dérivent de I'observation directe. Les axiomes des deux dernmitres

catégories sont plus proprement des postulats ou _dcs"}}ypothéscs. 1l est

clair qu'au nombre des axiomes d’une science expérimentale il est inutile
de placer les principes qui appartiennent 3 la logique pure el sont la
base de tout raisonnement, comme, par exemple, le principe de contra-

d'une maniére évidente de I’observation directe, les autres ne sont

\ en contradiction ni avec les précédentes, ni entre elles.

s _considérons

Y

Les sciences formelles sont des sciences exactes. No
tr scignces

aussi la Géoméltrie et Ja Mécanique rationnelle comme des ‘ ‘
exacles, parce .qu'aux objels concrels qui ont servi :‘Lfiéterminer. les
“axiomes _proprement dils, notre. esprit sul_)fii}_ggﬂ@gﬁﬂf@gp\g‘ﬁg})‘sﬂlf_gﬁ_gg,_,
pour Icsqi;els la vérité se démontre au moyen des axiomes, mfiepcndam—
ment de leur signification effective. Ce n’est donc pas sans raison que la
Géométrie et la Mécanique rationnelle sonl considérées commc' des
mathématiques pures. Tl va de soi qu’une sciegggﬁf::s}_g"g;lx_;ggfﬂgius simple
et exacte que les axiomes sont plus simples et moins n(,)mb;‘eux.lQ‘r:x‘
1 “ che a

ctabluemplr;quemcnt la vérité; en opérant sur les objels primitifs,
quand la_réalité extéricure le permet, d’une maniére analogue i celle
quon emploie pour opérer sur les formes absiraites auxquelles ces objets
ont donné naissance. Par exemple, dans le plan euclidien, deux droites
encontrent en un point; mais, dansle

un plan des droites

quelconques non paralléles se r
champ de I'observation extérieure, il exisle aussi sur
non paralltles, mais qui, méme prolongées en restant dans ce champ, ne

\

* diction, Donc, en résumé : les axiomes et les postulats ou hypothéses \\{:\\\;3
g gbométrigques sont des propositions indémontrables ; les unes derwent//}}
¥

e et e o
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se rencontrent pas. Mais si certaines opérations sont possibles dans ce

champ de 'observation, avec certains objets, I’iﬂmiigii“sws"fbi‘}iiéf praiiqu_gd_”g_g
faire d’autres avee d’autres objets, dans le méme champ ou en dehors de
lui, n'infirme en rien la vérité acquise dans un domaine abs trait_plus
étendu. Au contraire, je distingue nettement au point de vue scienti-
fique la Géométrie de ses applications pratiques, el je trouve des axiomes
qut ne sont pas ‘nécessaires an développement logique de la Géométrie,
mais le sont i ses applications pratiques : par exemple, qu'un corps
peut s¢ mouvoir sans déformation, ou que l’espace physique ¢st A trois
dimensions.

Dans un traité de Géométrie élémentaire, les postulats devront, autant
(ue possible, satisfaire aux conditions précédemment énoncées, mais il est
certain qu'ils ne pourront satisfaire 3 toutes au méme degré. Par exemple,
dans les recherches scienlifiques, il conviendra de disséquer avee soin les
postulats, pour moatrer Vindépendance de leurs diverses parties; mais une
telle méthode serait antididactique :
nécessaire d’altiver Paltention des éléves sur les propositions principales,
afin qu’ils en conservent une impression {orte et durable. Et c'est non
seulement vrai pour les postulats, mais aussi pour les définitions et pour
les théorémes. Utile aux recherches scientifiques, la critique doit étre
exclue de 'enseignement, car elle aménerait de la confusion dans Tesprit
des éléves, bien qu'il soit nécessaire qu’elle ait occupé Vauteur méme

car, dans l'enscignement, il est

- o . . . . .
d’an traité ou le maitre qui en choisit un pour son enseignement. Aussi
e _peut-on donner les postulats en ne les appliquant d’abord gu’a un.

. champ correspondant 3 celui de nolre observation, et en démontrant

!
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_gensuile qu'on peut les admettre pour tout Pespace : ce serait, dés origine.

introduire trop de dislinclions & faire. Par exemple, dans le plan,
faudrait distinguer de suite les droites
coupent pas, mais ne sont pas parallél
Mais, d'an autre cété, il faut que le profésseu:
[tant les postulats pour ume étendue limitce
admetire ou les démonirer poar
suile que le postulat d'Euclide velatil a-ti’;;é;zﬁléles, ct basé sur la défi-
nition commune des paralléles, comme étant deux droites du plan qui,
prolongées indéfiniment, ne se rencontrent pas, n’est pas une proposition

puisse dire qu’en admet-
de Pespace, on peut les
our tout P'espace. Et, dés lors, on voit de

déduite de 'observation directe, puisque personne n’a jamais vu deux \/
telles droites.
°

scienlifiguement, les postulats doivent éire compatibles.
dépendants. La condition de compatibilité, c’est-a-dire de non

Jhai dit que,

et

k,
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* suffise & définir une figure, si 'on se donnait en outre comme propriété de
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contradiction, est encore nécessaire dans I’enseignement, bien qu’on ne
‘puisse la démontrer par un raisonnement didactique, pour les postulats
qui ne dérivent pas de I'observation directe. L'indépendance des pos-
tulats simples n’est pas seulement une question d’élégance, mais aussi
de précision. En supposant qu’un axiome (ou un groupe d’axiomes), A,

cette figure un aulre axiome B dépendant de A, on croirail quc cela
signifiec qu’il y a diverses sortes de figures satisfaisant aux conditions A,
et que c’est pour distinguer une de ces figures qu'on a eu recours 3
I'autre condition B, ce qui serait absurde : ce défaut serait par exemple

manifeste dans une définition telle que celle-ci : un triangle isoscéle -~

est un Lriangle tel que deux cblés seient égaux ainsi que leés angles
opposés & ces ctés. On le reirouve encore, ainsi que Pa observé
Gauss lui-méme, dans ['axiome qui sert communément 4 définir le
plan, et qui est le suivant : une droite qui a deux points communs
avec un plan y est située tout enticre; en effet le plqu peut étre construit,
dans le systéme cuclidien, en joignant un point aux divers peints d’une
droite, et en menant par le point la paraliele & cetie droite, ou bien
auw moyen d’un triangle ¢t d’un point intérieur; les propriétés du plan
devront toutes dériver des éléments de sa constraction, et, par suite, des.
postulats qui déterminent ces éléments. Malheureusement, lindépendance
des axiomes est difficile 4 obtenir, méme scientifiquement, car ils doivent
Stre_décomposés cn leurs p

‘en leurs parties simples. Par ’excmple, le postulat,

d’aprés qu]xél la droite est déterminde dans le systéme euclidien par
deux quelconques de ses poinis, contient autant de postulats qu’il existe
de couples de points sur la droite. Jai, en effet, démontré dans mes Fon-
dements que, au moyen de postulats convenables, si I'on admet le postulat
précédent pour un couple el pour les couples égaux, ce postulat se
démontre pour tous les autres couples dans les sysieémes d’Euclide et de
Lobatsch-ewsky, tandis que dans le systéme de Riemann (sphérique), i}
se présenle encore des couples qui ne déterminent pas la droite. On
voit donc que I'indépendance des postulats, au véritable sens du mot,
cst encore un but idéal, dont on ne cessera_de se rapprocher, mais que
personne encore n’a pu al.tq%g_(»iur’&iH. Grassmann disait, non sans raison,
que Ia Science se dé‘vbél[)kppe dans deux sens, I’élévation et la profondeur,
également illimitées et obscures. Mais, alors méme qu'il arrive qu’an
point de vue scientifique les postulats d’un systéme donné ne sont pas
toujours tous indépendants, on est encore souvent obligé dans I'enseigne-
ment d’y adjoindre d’autres postulats, dépendant des premiers, pour

W e A

A
A

{_comme des résultats évidents par intuition, ou comme des conséquences

(\5 tout Yespace.

33 .
[{} qui,
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éviter de trop morceler les propositions fondamentales et ne pas aug-
menter considérablement les matiéres, et pour ne pas étre astreint 2 des
démonstrations qui, bien qu'élémentaires, n’en sont pas moins trop com-
pliquées pour des études scolaires. Mais si ces raisons forcent a intro-
duire ajnsi, dans l.’enseignemen’gwg«c;ljg_vGééihvétri»e rationnelle, }Slu

postulats qu’il ne serait nécessaire, lauteur, comme le professeur,

fera
bien de signaler que si ces propositions sont données sans démonstra
ion, c’est pour abréger exposé, ‘mais quelles n'ont pas le caractére de
postulats véritables. Aussi ne pourrons-nous jamais approuver les autenrs

en croyant éviler loute difficulté, définissent Paxiome comme_une}}

i/ proposition évidente par elle-méme. Alors il n'y aurait pas de raison

pour - s’arréter 4 moitié route; bien que, malgré cette définition de
Paxiome, les trailés en question démontrent par exemple qu’un segment
rectiligne est plus court que toute ligne brisée ayant les mémes extrémi-
tés, et beaucoup d’autres propositions évidentes. Il 0’y aurait plus alors
de possible, didactiquement, qu’un systéme unigue de postulats, consti-
tué par toutes les propositions évidenles de la Géométrie ¢lémentaire.
. Mais ce qui serait pire que tout, ¢’est qu'on ne pourrait plus s fier aux
définitions, car, en considérant les propositions exprimées par les axiomes

».
P ot

\,,.w‘ Nt

:}de I'observation, il n’en résulterait pas qu'elles puissent sappliquer i *

Il ne faut d'ailleurs pas croire qu'il ne puisse étre parfois utile de faire
abstraction de quelques postulats, méme au point de vue didactique. En
effet, on aura quelquefois avantage a faire usage de cerlaines analogics
entre diverses figures, comme par exemple cnire la droite, le faisceau de
rayons, la circonférence, le faisceau de plans, ete. : la droite ct la circon-
férence, dans le systéme euclidien, different en ce que I'une est une ligne
ouverte et Pautre une ligne fermée, mais les aulres propriétés de ces deux
lignes, eonsidérées en elles-mémes, sont identiques. De méme, le faisccau

de rayons et la circonférence different seulement en ce que 'élément du
faisceau est le rayon, et ’élément de la cireonférence, le point. Supposons
donc donnés pour la droite des postulats A, B, C,D, d’ott 'on peut déduire
les propriéiés E, F, G, etc.; si les propesitions A, B, C, D subsistent
pour la circonférence, nous pourrons énoncer aussi, sans aulre diémons-
tralion, les propositions E, F, G, etc., appliquées & la circonférence,
moyennant le changement de quelques termes, comme par exemple.
segment et arc. Mais si nous avions admis aussi la proposition I comme
un postulat relalif a la droite, il aurait fallu Ia démontrer pour la eircon-
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_férence, pour le faisceau de rayons et pour le faisceay de plans, etil

[EA——————

aurait fallu trois démonsirations au lieu d’une,

Mais ce qui_importe avant tou'_tfl_aﬂq_g Penseignement élém
exactitude du raisonnement; auwss;il faut-il que tous les pos .
a besoin soient énoncés explic-ﬁi‘i\e;;;ér'x»‘t‘; ﬁetwciu’or}ﬁ I ﬂ amais dans
les démonstrations d’autres propositions non admises. Et, bien que
Euclide et Legendre aient énoncé explicitement les axiomes (exemple que
tous les Trailés devraient suivre), il n’est pas difficile de citer des propo-
sitions pour la démonstration desquelles ils ont employé tacilement
d’autres axiomes. Euclide, par exemple, dans la proposition I du Livre I,
s’appuie, pour construire le triangle équilatéral, conpaissant son cdié,

sar des théorémes relatifs a I'intersection de deux cercles, qui sont traités
bien aprés. De méme, sans avoir admis d’abord le postulat que la droite
est une ligne ouverte, ou le postulat des paralléles, on démontre parfois
la propriété de I'angle externe d’un triangle d’étre supérieur & chacan des
angles internes opposés; or celle démonsiration ne devicat exacte qu'en
y introduisant tacitement un autre axiome, qui n’est nullement évident.

La nécessité d’exprimer ainsi lous les posmlats explicitement est d’ail-
feurs comprise dans une condition plus générale. Pour &tré vérita!;)lhqp}‘gpt
exact, el non approximatif comme il le serait dans un enseignement
intuilif ‘de la ent doit > logi ? nent
comme en Arihhméliqu;év:'"q'l"ié'f%ilfl'—'i'l: entendre par 1a? Cela signific que

irc abstraction de la signification géométrique des étres sur

Géomélrie, le raisonnement doit étre logiquement exact,

a-dire absiraction de Uintuition de Pespace,
ainsi, par suile
a obdird ce prin-

lésq-il'el;on raisonne,
pour s¢ borner a un raisonnement
du but méme de I'enscignement de la Géométri
cipe que, élant donné le systéme des vérités géométrigque
abstraciion de Uintuition de Uespace, il desra s

]ogiq 1e

e, 0

de vérités bien détermindées logiquement, comme en Arithmétique. It

est facile de faire cette abstraction en remplagant les ¢léments pz'ar d’autres,
par exemple, les droites par des systémes linéaires, déterminés par deux
éléments, cn choisissant le systéme linéaire de sorte qu'il n’ait.plus le
sens intuilif qu’on atlache i une ligne, mais en prenant par exemple une
successton d’objets tels que des nombres. v

. Quand on discute 'exactitude d’une proposition ou d’un raisonne-
ment, on fait précisément plus ou moins usage de ce principe. Voyez
néanmoins comment les Traités de Géoméirie élémentaire observent
peu cette condition essentielle. Euclide méme, qui certainement a cherché

& ¢éire aussi rigoureux qu'il étail possible i son époque, introduit dés le

PR————

A

e,
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ans les raisonnements des expressions telles que longuecur, lar-
geur, profondeur, ligne, surface, corps, elc., comme si Pon savait déja
ce qu’elles signifient géométriquement, bien que certaines d’entre elles,
uf]les que I_’expression surface, soient adoptées parfois avec des sens
divers. Ainsi, on définit grossiérement la Jigure comme un ensemble de

surfaces, de lignes et de points. Avec de telles définitions, dés qu’on fait
3l.)sgraction de Pintaition, il ne restei)lu;};ex;waéu déterminé. Ainsi, on
dit tout 4 coup que Pespace est continu et hofnogéne, sans qu'on sache ce
que c’e.st. que la continuité et Phomogénéilé; on dit que la droite est unc
II’gne d’l:*xsé'e parun de ses points en deux bart_ies, mais on ignore ce que
C'est qu'une ligne et ce que cest qu'une partie. D’ailleurs, si la notion
de la surface dérive par intuition de celle du corps, si la ligne résulte de

son

début dans les

%a surface, la droite illimitée n’est pas une ligne, puisque nous n’avons _
jamais observé de corps illimité; et, en outre, ce qui divise en deux parties )
o une surface n’est pas loujours une ligne; clest, par exemple, le cas du <
* sommet pour un céne. On dit encore que le plan est une surface telle que

toute droite qui a sur elle deux points y est située tout entiére. On peut
répéter i ce sujet 'observation faite précédemment 3 propos de la droitc :
c¢’est qu'un plan illimité n’est {a limite d’avcun corps. D'ailleurs, en faisant
al).straction de Pintuition, et en supposant que la droite soit bien déter-
minée, sans qu’on ait bien défini le mot surface, la propriéié, que toute
droite ayant deux points communs avec un plan y est située tout entiére,
ne suffit pas & définir le plan, car cette propriété convient aussi & l"cspact;
ordinaire ct, en général, & tout espace linéaire. Les propositions énoncées
pourle plan ainsi défini ne sont pas exacles sans que I'éléve ajoute de lui-
méme & celle définition quelque chose qui n’y figure pas. Mais, dans ces
conditions, on ne lui apprend pas & raisonner exaclement.... Aussi n'v
a-t-il pas & s’étonner que quelques éléves, qui deviennent cnsuite des
philosophes, combattent les nouveaux concepts mathématiques dans le
domaine des principes, comme c’est arrivé par exemple pour la Géométric
non cuclidienne ou pour ceclle & plus de trois dimensions. Comme cxeuse,
on dit qu'on ne peut définir aucune notion telle, par exemple, que celle

d’espace. Mais il faut distinguer. On_ne peut définir le continu intuitif.

mais on peut définir le continu géo’;élriqllqé comme un g'rm—:'pe de |er§an

qui satisfonl & certaines propriétés, géomdétriquement suffisantes. Ainsi,

on ne peut définir Tespace intuilif, qui est en nous une représentation de
Pespace physique, abstraction faite de cerlaines de ées ipx-‘opriéblés", mais
nous pouvons. définir Pespace géométrique cn déduisant de sa construc-

tion toules ses propriélés géométriques, comme on peut le faire pour fe

 J—
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plan. On peut faire une observation analogue pour le postulat da mouve-

ment sans déformation qui sert communément i établic Pégalité des

figures, et qui mérite une mention spéciale, On dit, ou I'on suppose taci-

tement, comme le fait Euclide, qu’une figure peut se mouvoir sans défor-

. mation, ou, en d’autres termes, que les relalions mutaelles entre ses
' éléments ne sont pas modifiées. Dans mes Fondements j'ai démontré

0o : que-Ja Géométrie théorique peut se développer indépendamment de tout

concept physxque et mecamque et, st Newlon et Helmholiz onl consi-

déré Ja Géomélrie comme une partie de la Mécanique, c’est parce qu'ils
. ne dislinguaient pas la Géoméirie ralionnelle de ses applications pra-
uques. Or, le postalat en questlon est précisément un de ceux qu’il est

et Sovaemaas

nécessaire d’admettre comme un moyen de construire praliquement les

i
l figures, mais qui n’est pas nécessaire pour la eonstruction géométrique
j abstraite de ces figures. Si I'on se conforme au principe énoncé plus haut
et auquel doit salisfaire le systéme des vérités géomélriques; une fois
qu’on fait abstraction de I'intuition du mouvement, que reste-t-il de ce
. postulat placé & la base de fa Géométrie? Il signifie qu il existe dans
'espace des systémes continus de ﬁgures égales & une figure donnée (qul
se déplace), sans qu’on ait défini ni les sysiémes continus de figures, ni
les figures égales. Quand on ('mplmc cnsuile ce pos!ulat pour définir
P'égalité des ligures, on voit qu’une telle définition renferme logiquement,
une pélition dc principe. D’ailleurs ce pestulat comprend des condi-

T
f tions compliquées, telle que celle des systémes continus, qui ne sont nul
1
Y

bien qu’ils aient tacilement fait usage de ec postulat pour démontrer
Pégalité de deux figures, n'ont cependant pas défini les figures evales
O\QJ (-66 comme des ﬁgures superposables, ainsi qu'on fait ordinairement ac!.uel—
Jement, en excluant ainsi_les figures symétriques. Ce fut Legendre qui

distingua le premier I'égalité par syméirie et 1'égalité par congruence,

. cc‘ qui est juste, puisque les relations muluelles des éléments qui consti-
Luent»gl‘eux f'gures =_)mémques vestent aussi les mémes. Dailleurs-le cri-

terium de la superposition n’est pas le seul & donner celui de I'égalité,

parce que, dans I’ egahle par superposition, c¢’est-a-dire la congruence, il

enlre un aulre concept, 3 savoir ’égalité de sens des figures d dans P'espace

q_px les conlient, concept tout & faxt elranger a la constitution q§§ fg;lﬂ‘fs
prises en elles-mémes. C'est pourquoi deux bgures symétriques, c’est-a-
dire égales et de sens opposé, ne sont pas superposables dans le plan,
mais le sont dans Pespace ordinaire, comme deux iriédres opposés par

le sommet sont superposables dans 'espace 3 quatre dimensions, qui a
p q 3 2

5\&
|
|

lement nécessaires pour définir I'égalité des figures. Euclide et Legendre, 4
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géométriquement, le méme droit a Pexistence que 'espace ordinaire, Il
faut donc établir 'égalité des figures indépendamment du mouvement
sans déformation, introduire a son temps le concept de sens des figures
dans le plan et dansl espace, puis définir I’égalité par congruence {figures
de méme sens) et par syméirie (figures de sens opposés), et alors le
principe de mobilité sans déformation d’une figure dont certains points
peuvent rester fixés, trouvera son explication géométrique, et l'on
pourra en déduire les propriéiés fondamentales; par exemple, de cette
propriété que deux segmenls congments d'une droite ne peuvent avoir
un seul poml commun, on déduira qu un segment ne peut se mouvoir sur
la droile en ayant un de ses points fixe. Une fois arrivé & ce point, dans
Pexposé de la Géométrie, on pourra se servir theorlquement du principe
de déplacement pour démontrer I'égalité, ou mieux, la congruence de
deux figures, puisque ce principe correspondra alors & des concepts et &
des propriéiés géométriques bien établies.

Mais, en soulenant que le systéme des vérités geomemques doit étre
bien deLermme, je n'ai j jamais eu l’mlentmn d exclm‘e I'intuition spahale.
niden diminuer le secours, surlout dan‘ P

m nt Ce n'est pas &

moi, qm ai fait }argcmem usage de cetle intuition, méme ot loute voie
eut lui sembler barrée, comme danslaGéométric a plusicurs dimensions
’ p ! 8,

qu’on pourrait adresser unc parcille obieclion H est certain que I'intui-

tion est nécessaire & la Géométrie, que les axiomes. doivent éire simples et
mmmfs, et que, dans les recherches purement sc:enufques, on doil pré-
férer les méthodes basées sar lmtumon spatiale. L’enseigncment de la
Géomélrie rationnelle doit étre précédé, a I'écolc secondaire 1nfer1eure,

par_un enseignement rudimentaire intuitif, afin que Fécolier sc familiarise
avec les figures les plus communes, dont il devra plus tard étudier les

propriéiés & l'aide du raisonnement. EL, méme dans P'enseignement
rationnel de la Géométrie, loutes les propositions et tous les mlsonnements

dowent dire recedLs et_accompagnés par DPintuition de 'espace aun
p: P

moyen de l observallg_nwdg fgnres tracées sur le 'Iab]cau, ou de mode]gs,
destinés & deve)opper l’lrﬁéglnalxon geor—n}:u;qué afin quglé ralsgx’iﬁzm'ént
apparaisse a P’écolier pluiét comme une conséquence de la vision des
figures que comme le résultat d’une logique aride el absiraitc. Aussi
doit-on, dans le texte et plus encore dans la lecon destinée i 'enseignement
sq_olau'e, avoir recours & des-observations et & des exemples pratiques, oit
'on emploiera tous les concepts intuitifs acquis par 'éléve, de sorte que
’fi idées de mouvement, d’espace, de corps, de surface, de ligne servent

a explaquer et a consohider les postula{s ou i ecldlrur les dcﬁm[}ous,
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mais sans Pourtam (et c’est 13 T'essentiel) que ni les postulats ni les
définitions ne soient basés sur des concepls indéterminés lovlqnement, et
sans que, dans le raisonnement proprement dn on fasse usage de

concepts non contenus dans les postulats ou dans les proposmons dont

on part. Par exemple, on peut éveiller I'idée du point comme celle de
Limite de la ligne, la ligne étant la limite dela surface, et celle-ci la limite
du corps, mais dans le postulat: i{ existe des points distincts, il n'est
plus question de ces concepts de corps, de surface et de ligne : en faisant
abstraction de I'intuition, on a la proposition: il existe des éléments dis-
tincts. De méme, pour le postulat d’aprés lequel il existe sur la droite des
segments égaux el des segments inégaux, on peut faire usage, dans une
observation pratique, du transport des objets, mais, dans le postulat lui-
méme, P'égalité des scgments doit étre établie indépendamment de ce
moyen pratique. De méme encore, on peut, pour la commodité du lan-
gage, employer certains termes empruntés 4 I'idée de mouvement, mais
" sous la condition d'en spécificr le sens géométrique..

Recherchons mamlenant quels sont les modes dexposmon les plus
convenables 4 ’ens de la Gé ic élémentaire. Méme en res-
tant am pomt de vac scienti ique, la meilleure mcthode est_encore
méthode géométrique, parce qu’elle derxve du‘ process
Pintuition de Pespace. Pmsque cetie mlmt'

diale et essenticlle dela Gmincme, a lagquelle e{le fourm't les _premiers

ob_)cts <*eom<,tnque:, el; leurs propriétés indémontrables, la meilleure

méthode est eelle qui, pgl‘tan_t:_gi'(ew ces premiéres plopnelfs, etu(!}f_:_ dlE:c—
tement les divers éléments des ﬁfrm‘ea de sorte qu ‘on puisse suivre pas &
pas Je raisonnement en recourant & {;‘r\nﬂtlumon spatiale. La s:mphcue
et Pélégance de la Géomélrie dérivent de la facilité de ses constructions.
Ev cest 1a la méthode d’Euclide. Unc méthode qui supposerait connuc
indirectenient une partie des propriétés géoméiriques, ou qui sappuierait
sur unc notation dont P'établissement admettrait implicitement autant de
postulats, scrait une méthode artificiclle et indirecte, qui pourra servir
a vérificr Pexactitude d’un systéme de poslulats, a trouver de nouvelles
relations entre les vérités fondamenlales de la Géométrie, ou a ouvrir de
nouveaux horizons & JaScienee, mais clle ne pourrait étre ~uuhsec a résoudre
d’une manidre plus satisfaisante les questions de principes, surtoat si
Pon a en vae le probléme didactique. Lie, dans les applications qu’il a
faites de ses études célébres sur les groupes de transformations i des
recherches sur les principes de la Géométrie, conclut que « Die Geome-

trie soll in.ihrem verschiedenen Stufen soweil miglich rein geometrisch

.

G. VERONESE. — LES POSTULATS DE LA GEOMETRIE. - 445

begriindet werden, dass ist eine Forderung die gewiss jeder unterschrei-
ben wird. » On peut en conclure que l'habileté de Legendre, qui méle les
méthodes algébriques et géométriques, n’est pas recommandable didac-
nquement Dans plusieurs Traités, qui ne sont généralement pas ital
J’ai vu la facilité avec laquelle,

ns,
- le debut on considére les f'gures

_comme ¢ des quanmes ‘en lear apphquéht sans autre exphcatnon Ie.s pro-
Lés authmeuques, mais, quand on veut bien établir Ia
g s, il faut démontrer que cela est pos-.
. sible. De e méme lorsqu’on veut diviser le volume d’un solide en deux
parties égales, il faut d’abord introduire les notions géométriques qui
permettent d’aboulir 4 cette conclusion, en définissant complétement ce
qu’on doit entendre ainsi par parties égales, atiendu qu’en Géométrie on
considére diverses sorles d'égalités. La méthode arithmélique ou algé-
_brique ne peut donc étre apphquee que quand la Géométrie est déja suffi-
samquent develorppec pour guw’on puisse montrer la possrblhte de cette

»__ pphéat:on, et c’est 1a l’objet de 1o théorie de la mesure.

En fixant les conditions auxquelies doivent sausfalre Tes postulats géomeé-
triques, et en recherchant la méthode d’exposition la plus convenable a
I'enseignement, nous n’avons pas exclu la possibilité de divers syslémes
de postulats. Je > pense d’ allleurs - que les mati¢res de la Géoméirie élémen-

taire d’ Euclide sont encore les plus propres 3 lensewnement . secondaire,

_EE’EC,..C quelles sont la base de tout enseignement géométrique, corres-
‘pondent le mieux aux besoins ordinaires de la vie et conmbuent adm:ra-
‘blement an développement des facultés log e :
ce qui est le but principal de I’ enseignement des Mathématiqu ues dans les

) ecoles qm EJarent aux études ’supéneurea. On ne trouverait par exemple
pas ces qualités dans les matiéres de la Géométrie projective propre-

ment dite. Il est certain, comme Pobserve Chasles, que la Géométrie

\ anciennc n’a pas les méthodes générales de la Géométirie ‘moderne,

%([lle divers cas d'un méme théoréme ou d'un méme probléeme sont
Hraités a part comme autant de théorémes ou de problémes sans aucunc
relanon et que V'unité de certaines théories y est trop morcelée. Mais il
J‘n en est pas moins vrai qu'il y a dans la Géométrie élémentaire des théories
basées sur divers concepts fondamentaus, telles que la théorie de I'égalité,
les relations métriques entre les elements d’une fcrure, la théorie de la
smuhl;ude, de la mesme, etc. La Geomelue !
] on s s'y sert moins des propriétés de
posmon que de celles d'¢ gahte et d’inégalité, telles que les relations
entre les segments, les angles, les propositions sur les triangles; etc.,




o m
31
f\ possible Je manque de rigueur, et en recourant aux méthodes modernes ¥
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i
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qui sont toutes de nature métrique. La méthode projective de Caylev

Klein, qui a été développée géoméiriquement et élémentairement par

M. Pasch dans son bean Livre : Ueber die neuere Geometrie, et sur
Iaquelle ont été publiés des travaux 1mportants de MM. Peano, Schur,
Enriques, Pieri, et autlres, est certainement la meilleure me{hode de la
_Géométric projective. :

Cette méthode, fondée sur des propriétés optiques suivant le mot de
M. Klein, permet, grice & des convenlions appropriées, d établir les- prin-
c:pcs de la G(,om(.h'le nu.anue, et par suite de la Géométrie élémentaire

commune. Mais, selon mot, 1l 1 1mporte moins d’augmenter la quantité des
matiéres que de les dxspo:er en meilleur ordre, en évitant autant que

our donner plus d’unité aux diverses parties de lenselgncment.

‘l

f'l
i

W Reste par conséquent Ja méihode euclidienne, qui s’appuie sur les

propmetes mécaniques, ou, plus exaclement, sur les propriétés d’égalité
_ct d'inégalité.

C’est 1ci que se pose la question suivante : convient-il d’énoncer au

début les postalats qui concernent l'espace; ou bien ceux-qui concernent

la droite, pour passer ensuite au plan et enfin & espace? Les postulats
i de l’espace sont naturellement plus complexes que ceux de la droite;
" mais les partisans de la premiére méthode, qui veulent fondre la Géomé-
wme de espace et la Géométrie plane, donnent pour raison que cette
dermere trouve de précieux avantages & une semblable union. Je ne suis
_pas de cet avis: la Géométrie elémentalre présente, avant loul, un carac-

tére melrzque, comme je l'ai rappele plus haut, et les propneles d’un

espace qui dérivent 51mplement des propnetes ‘d’an espace supérieur sbnl

cn général des propriétés projectives. La méthode en _question peul:

s

RS

trouver quelques applications heureuses en Géométrie elementau‘e, mais
cet avantage ue compense pas I'inconvénient didactique d exposer simul-
tanément les principes de la Géométrie plane et ceux de la Géométrie de
Pespace. »

Il convient en effet dans_ Iensewnement, Adﬁajler du pa 0
O'Lneral du s ple cOmpose, Euchde Levendre et la majeure paruc
desmxtcurs modernes exposent entleremenl.la Planimétric avant daborder
la Stéréométric. Je pense qu'il faut commencer par la Rectiméirie, du
moins en ce qm concerne ]cs prmcxpes. Ces derniers élant bien établis,

les théories spéciales telles que celles de 1'équivalence, de la similitade,
de la mesure, elc., pourront étre traitées simultanément dans le plan et
dans Uespace. Je ne veux pas dire, avec les fusionistes, que les figares a

|
|
\
\
!
{
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trois dimensions dans ces théories doivent intervenir dans la démonstra-~
tion de théorémes planimétriques, mais bien que de nombreuses démon-
strations peuvent éire élendues simplement du plan a l’espace. Un tel
mode d’exposmon économisera du temps et fera mieux saisir aux éléves
les relations qui existent entre les diverses parties d’une méme théorie.
Pour donner plus d'unité aux diverses théories, on se lrouvera
bien d’appliquer un_principe moderne, dont jai signalé, dans mes £lé-
_ments, | luuhl,e drd'(cuque Soient une figure A a laquelle se rapportent.
les postuldts a, b, e, d, ..., et une fo'ure B, pour laqueﬂe on peul énoncer

lés mémes postulals, moyennanit le changement de certaines expres-

swns de lanfrarre Toutes Tes préprieu ‘de Ta figure A qui se dédursent

de a, b, c, d, seront exactes pour la figure B, si {'on apporie dans le

dzscouls les moa’zfcauons dont il s’ g{r_g; Il en sera de méme pour les
demonstrauons de ces proprietes ( ). Tai apphque ce principe a éiude
de la Ilgne droxte, du cercle, du faisceau de rayons et du faisceau de
plans; ainsi les propositions @, b, ¢, d, ..., postulées ou démontrées pour
le plan, sont valables (sauf l'axiome des paralléles), pour la gerbe. de
rayons, moyennant le changement de certains mots dans les énoncés :
celle des propriétés du triangle, pér exemple, qui sont indépendantes de
Paxiome des paraliéles, font connaitre des propriétés des “riédres. Le
professeur sera ainsi conduit & faire remarquer, & la fin de son cours,
que la différence essentielle enire {a Géométrie de la gerbe et la Géométrie
plane tient & la présence, dans cetle derniére, du postulat d’Euclide.

Il est bon aussi de metire & profit les analogies que présentent
diverses théories, par exempie celle des figures égales et celle des fiyures

_se,m,l),lablesv : les définitions de ces deux espices de figures se ram3nent

Yune 4 I'autre, en faisant se correspondre les expressions segments égauzr

et segments proportionnels. La méme remarque s’applique aux raison-
nements faits sur ces figures. Remarquons d’ailleurs que les modifications
ne doivent pas étre apportées pour 'amour de la nouveauté, mais seule-
ment quand elles sont néecessaires ou du moins vraiment utiles.

C’est dans cet esprit qu'ont été écrits mes Eléments (*), dont jai
publié deux éditions, la premiére a l'usage des écoles classiques et des
instituts techniques, 'autre & 'usage des gymnases et lycées. J'énonce au
début les postulats relatifs a la droite, considérée en soi, et je définis

(') Dans ce principe est compris celui de dualité, de la Géométric projective.

(*) La premiére édition a été publiée en 1897, la deuxiéme en 1goo, chez DruckER,
4 Padoue. J'ai eu comme collaborateur, pour la partie didactique, M. le professeur
Paolo GanraniGs, du chee royal Tite-Live, & Padoue.

[
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P'égalité et I'inégalité des segments, sans recourir 2 la superposition. J'en
déduis les propriétés d’addition et de soustraction des segments. Toutes
ces propriélés sont valables, mutatis mutandis, pour le faisceau de
rayons, pour la circonférence et pour le faisceau de plans. Je donne ensuite
le postulat qui distingue la droite des autres figures, a savoir sa propriété
d’éire déterminée par deux points. Aprés P'éiude des figures rectilignes,
vient la définition des figures égales. Vintroduis au début le concept du
couple de droites (figure formée par deux droites), et j"énonce le postulat
relatif & la réversibilité de ce couple. Jarrive alors aux paralléles, définies
comme droiles opposées par rapport & un point, et au postulat qui les
concerne. Dans la premiére édition, fa plus compléte, je démontre que la
droite est une figure ouverte. La seconde est destinée 2 des éldves g’
moins formé; c’est pourquoi j'y admets comme axiomatique la proposi-
tion dont il s’agit, tout en la distinguant des auatres postulats, parce
qu'elle n’est pas indémoutrable. J’aborde ensuite la construction du plan,
dont j’ai démontré dans la premiére €édition la propriété fondamentale : il
contient toute droite dont il contient deux points. Dans la seconde,
proposition est admise sans démonstration. ’

En raison de la correspondance signalée plus haut entre la droite et Ie
faisceau de rayons, 'angle se présente comme une partie du faiscean, de
méme que le segment est une partie de la droite. L'angle ainsi défini est 2
distinguer de Pangle plan, partie du plan limilée’ par deux rayons : le
premier est un étre linéaire,.le second un étre superficiel. Dans la
premiére édition je démontre toutes les propriétés du faisceau de rayons,
correspondant aux postulats de la droite, considérée en soi. Dans la
seconde, j'admels pour plys de bridveté quelques-unes de ces propriétés
qui sont intuilives dans le champ de netre observation.

Je termine le second Livre en traitant des constructions élémentaires
qui peavent s’effectuer avec la végle et le compas.

- Dans le troisiéme Livre, j'établis les éléments de la Géométrie de
P'espace, jusqu’a la génération da cdne, du cylindre et de la sphére. Dans
la premiére édition, jai ajouté un postulat & ceux qui sont ihdiqués plus
haut : il existe des points en dehors du plan. Je I'applique a la con-
struction de I'espace ordinaire (sans exclure la possibilité d’espaces supé-
rieurs, que jc laisse de co1é pour ne pas trop élendre 'Ouvrage). Jajoute
un postulat pratique (c’est-a-dire nécessaire aus applications pratiques),
d’otr P'an doit conclure que P'espace physique est i trois dimensions.
Dans la scconde édition, j’ai procédé aulrement : au postulat : il existe
des points en dehors du plan, Jajoute celui-ci : deux plans ayant

esprit

cette
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un point commun ont une. droite commune. La Géométrie se trouve
ainsi réduite, d’un coup, & Pétude de I'espace ordinaire, et les premiéres
notions de stéréomélrie en sont rendues plus accessibles.

Les trois premiers livres concernent la Géométrie générale de la
droite, du plan ct de Vcspace. Dans le livre suivant, je traité de Péqui-
valence des figures planes ct solides. Il faut abandonncr la définition
cuclidienne, d’aprés laquelle deux figures planes ou solides sont dites
¢quivalentes quand elles ont les mémes aires ou le ménse volume, sans
que Fon ait préalablement défini I’aire et le volume. Je donne deux
postulats relatifs, le premier aux polygones, le second aux polyédres,

- postulats d’ailleurs démontrables. Pour Péquivalence, j’invoquele postulat
du continu rectiligne et celui d’Archiméde (si a et b sont deuz segments,
et si @ < b, il existe un nombre n tel que an>b). Au moyen du
postulat d’Archiméde et de celui-ci : zout segment, méme variable,
contient un point distinct de ses extrémités, on peut démontrer le
postulat du continu rectiligne sous la forme de Dedekind : toute répar-
tition de Dedekind de points sur un segment est déterminée par un
seul point.

M. Hilbert, dans son beau travail : Sur les Jondements de la Géo-
métrie (') donne & I'axiome d’Archiméde le nom d’aziome de continuité,
et démontre trés élégamment la possibilité d’une Géométrie qui ne véri-
fierait pas cet axiome. Cette géométrie différe de la mienne en ce sens
que celle-ci est plus.compléte et qu’on peut y définir une continuité plus
générale que la continuité ordinaire. :

Mon postulat du continu non seulement est différent de celui d’Archi-
méde, mais il en est indépendant. On peut étendre le concept du point
de maniére i éviter d’énoncer le postulat de la continuité, tout en satis-
faisant aux autres axiomes, comme on peut, par une extension d’une
autre nature, construire dans I'espace & trois dimensions une variélé 2
quatre dimensions qui satisfait aux postulats de I'hyperespace. Aussila
Géométrie se généralise comme 1I'Arithmétique, ou l'on étend la notion
de nombre en construisant successivement les nombres fractionnaires,
négatifs, incommensurables, et aussi les nombres infiniment grands ou
infiniment pelits actuels, auxquels s’appliquent encore les opérations
fondamentales.

{*  Mais cette maniére d’éviter le postulat de la continuité n’est pas a
/ recommander dans 1'enseignement (). Il est préférable, au contraire, de

(1) Traduit en (‘rangéis par M. Lavees (Paris, Gauthier-Villars).
() H postulato del continuo (Rend. Acc. dei Lincei, 1898). Voir aussi Fap-
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Pappliquer chaque fois qu’il ne s'ensuit pas de difficutié didactique.

Dans Tappendice de la premiére ¢dition, destinée aux professecurs,
J'ai démontré les propositions qui avaicnt été admises dans le texte sans
démonstration.

Ma méthode a é1¢ expérimentée dans ces dernidres années, et quand le
professeur s’en est assez bien assimilé les principes pour les exposer et
les interpréter clairement, les résultats sont, je puis le dire, des plus
satisfaisants (*). '

Je me permettrai d’achever cette communication par quelques remar-
ques concernant la Critique. Pour vemplir un role vraiment utile, la
Critique doit étre élevée et impartiale. Elle doit étre élevée en ne s'attar-
dant pas aux minuties, mais en jugeant les cuvres sur leur ensemble.
Elle doit étre impartiale, parce que la perfection ne saurait éire absolue,
Pauteur ayant & tenir compte de conditions surabondantes ou spéciales.
Les ccuvres doivent donc étre jugées par comparaison avee celles du méme
genre, et non d'une maniére absolue. Enfin, comme un méme probiéme
peut admetire diverses solutions également satisfaisantes, la Critique doit

.&tre tolérante. Clest dans ces seules conditions qu’elle pourra contribuer

aux progrés de I'Enseignement. Les Scuole di magistero, annexdes
aux Facultés des Sciences, en Italie, peuVent, a ce point de vue, jouer
un réle utile, en ne se consacrant pas uniquement aux recherches de
seience pure, et en étudiant les questions de principes, laissées généra-
lement de c6té dans les cours aniversitaires. Le but primordial de ces
écoles, il ne faut pas 'oublier, est en effet de préiaarei' de bons professeurs
pour les écoles secondaires. -

pendice & la premiére édition des Eléments, édité séparément chez Drucker, a

" Padoue (1898): : )
(*) En octobre 1go1 a éié publide la troisiéme édition,-ainsi que fa premiére édi-

tion des Nozioni clementari di Geomet. intuiliva, qui servent, dans les gymnases
inférieurs (trois années), de préparation a Pétude de la Géométrie rationnelle,
celle-ci étant enseignée, en Italie, dans les gymnases supérieurs (deux années) et
dans les Iyedes (trois années). ) '
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