A propos1to di una 1ettera del prof Peano

O>servaz1on1 di G V e r 0 nes e, “in Padova(‘)

—
Adunanza del 13 marzo 1892,

PRSI A

11 sig. prof. Peano, nzlla Iettera aperta. a me dn'etta nella sua Rivista di
Matematica, il 12 dicembre 1891, mi chiede una rlsposta ad alcune osservazioni da
+ lui fatte suila teoria degli iperspazl a propos:to di un art:colo del prof. Se gre,
stampato nella stessa Révisia. &

Chi: legga attentamente il m1o hbro « Fondammtz d; Geometrm (3) », uscito
appunto negli ultimi giorni del novembre u. s., troverd che esso rlsponde anzi-
tutto da sé alle suddette osservazioni, come nsponde a quelle di altri autori che
ho nportate nelle note dell’appendxce senza una risposta diretta; come anche ad
altre che avevo lette e non' ho riferite. E.potrd anche trovare una risposta in-
diretta in alcune considerazigni della prefazxone e dell’appendice (4).

Rilevo perb che quand’anche fosse vera in s& e rispetto, al mio. libro
l’umca aflermazione prec13a, cui si riducono in fondo quelle osseryazioni contro
Puso dei procedlmentz ceomettm coi’ quali si deducono’ proprxeta di uno spazio;
(compresi Ia retta ed il. pxano) da uno. spazio superiore, essa nom intaccherebbe.
neppure quella parte dell’opera che tratta i principi della teoria in, discorso. In-

fatti quell’affermazione non combatte i postulau di questa, e d’altronde le-poche

considerazioni che feci nel mio libro su‘le operazioni, del prmettare e del segare
(pag. 550-561) per collegarlo coi miei precedeun lavori su tale teoria, sono vere,
anche pel sig. Peano, quali proprietd di geometria a piti di.tre dimensioni .

Nonostante cid aggiungo qui alcune considerazioni, le quah potranno servire
al lettore che non & addentro nei miei studi, a maggiore intelligenza dei punti
citati del mio libro, in risposta a quella affermazione.’

Noto anzitutto che nella mia prima Memoria sulla teoria deglx iperspazi
stampatz ne! vol, XIX dei Math. dnnalen, € che ha servito di base ad altri miei

'; sentazione comgleta (p: x1).; Lo spazio ordmano - piuttost

studx posternorz, non:ho parla.to di- postulan specxal_ né:
dendo tolto 'soltanto: il postulato delle tre: dimensioni:

Per me la geometria non si limita duuque alle: sole dxmensmm dello spazio
ﬁsxco, ma': neppure ad un- “numero. dato n ﬁmto mtero d1 dxmens:om (pa v1) Dx-

d1 dimensioni.- Qumdx la: geo-netna &la scienza’ dello spa‘ ngenerale e perab
anche delle figure “in; esso contenute;:Ma:le; considerazior fattel:nel" mio-libro,
. tranne alcune, valgono 1ud1pendentement~ ‘dalla‘ definizion uesto -spazio, seb-
. bene’ per mag giore- libertd "lavoro™ sempre’in. 550 *(p. XXXIX)
. Lo spazio- generale & geometricamente “possibile , € qumdx ha una realtd
astratla, senza_intendere_con cio: che il mondo estenore in" sé ne:sia’una rappre-.
che #il-luogo degli
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| oggetti esterni considerato’ ‘come esistente :fuori di noi ed" unico,’ ;¢ per me la no-

©stra tappresentazione intuitivadi-esso. 'E poi per mezzo di’operazioni ‘mentali che

"{6 Tramagino dei punti” fuori dello spaao
_ nare’sia pet via di ‘definizioni, Sia per via. L ipotesi. E per cid” che'la costruzione

‘tre- dimensioni. E 1i possiamo_immagi-

eT ipote51 geometrica - della quarta’ dimensione, sono ben-diverse dall* ipotesi meta-

zione, ma 2 che 1 non e/:
. dello spazio‘genera

f,nostra osservazmne estema. E

"otre dm‘xensxom ‘nel’senso" sopra’

o tengano alcun’elemento  intuitivo mdetermmato in" modo’

‘h*_ it ‘JA. =

S

" fisica- di uno’ spazio a quattro dlmensxom eﬁ'etnvamente slstente fuon di noi

(p.-xin). L T , .
~ Come: si apphchl Pintuizione spazxale nello. studxo dello spazio generale si
vede csuberantemente nel mio’ libro,” e nei miei- precedenn lavon.

A questo prop031to (p xxxm) dlSSl che dallo svol«umento della = parte

per I’éssenza della’ geometna

sario; per quanto- utile, pello svolgunento ogico, della geométria’ stessa, di guisa
che (p. xv) gli ‘assiomi , i-teoremi‘e le* dxmostrazlom ﬁn a,pnncxpxo non con-
io¢’ che'facendo astra-

zione dall,mmmone rimanga un sistema di proprieta” asfratte ben determinato.
“Ed ¢ per questo che mi'sono occupato,’ nell’mtroduzzone, delle proprietd fonda-

- mentali dei gruppi di elementi, che’ nel mi o hbto ser\'ono di’ base alla geomg-
tria: come: all’aritmetica, - ¢
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Questo ¢ brevemente il concetto. della geometria a pit dimensioni nel senso
da me inteso, ¢ che sta pure a fondamento della ‘mia citata Memoria ®).,

Da quanto. ho detto non & escluso che cogli - assiomi-dati lo spazio - gene-
rale § possa essere costruito per: via di .definizioni. Con51derandolo poi come un
ente dato, - sebbene. ‘astratto, ¢ volendo stabilire le ‘sue proprieta fondamentali
caratteristiche, oltre:gli :assiomi suddetti , .occorrono: delle ipotesi.che esprimano

precisamente le proposizioni. date. da -quelle - definizioni, : secondo le .quali. esiste .

un punto fuori di uno spazio S, qualunque. Io di- preferenn lo considero- sotto
questo aspetto, allo stesso modo che si considera lo spazio ordinario,. apphcando
in ogni spazio §, di § I’intuizione spaziale. Si tratta:in fondo di interpretazione
-diversa, che ha perb la sua utiliti nella ricerca geometrica. Ma per.le conse-

guenze logiche non & necessario dare quelle proposizioni sotto forma di ipotesi...

Ora & chiaro che nel primo caso ogni proprieta P dedottz-da § in’ 'S5y & dis
mostrabile coi postulati dati e colla costruzione. di S§; (ossia col postulato delle
tre dimensioni). Quindi cid vale anche nel secondo caso, poiche nella dxmostra-
zione di P si usano le stesse proposizioni. Cea

Si*pud costruire ad esempio direttamente nello spazio ordmarxo R; coi pro-
cedimenti della geometria descrittiva a pitt di tre dimensioni (). una rappresen-
tazione 2, di §, che soddisfi alle stesse: -proposizioni- fondamentali di S, , e in

b .
cui il punto ce Io immaginiamo' come nello spazio ordinario. ‘Essa.da la proxe-v )

zione di S, in Ry, A cidsi nfenscono appunto le parole citate della pag. XxXXIv.

Infattx un punto di S, viene determinato nella proiezione centrale da una.

rétta passante per esso colla sua traccia e -col suo. punto di fuga. Le traccxe
e gli elementi di fuga di rette situate nello stesso piano,: o di piani situati. nello
Stesso-spazio a tre dimensioni, g giacciono rispettivamente in rette, o in piani, paral-
leli. Gli elementi traccie e di fuga possono coincidere, e ‘cadere anche all’infi~
nito. Lo spazio R; in cui si proietta (indicato con I'; se si consxdera -appartenente
a §,) & rappresentato da s¢ stesso._}”

Queste osservazioni ci suggeriscono il modo dx definire 11punto, la retta, il.

piano e lo spazio a tre dimensioni di 2, in Ry, Per. costruxre la varieti. X, basta
considerare un punto II in R; (quale prmezxone di un punto P di. S, fuori dx | 3 I
determinato da una:retta passante. per esso colla sua traccia e. col suo punto di

fuga; e come spazio direttore lo stesso spazio Ty , il quale appartiene anche a -

Z,. Le proprietd che hanno luogo fra gli elementi. traccie e di fuga. si dimo-
strano direttamente in R; con quelle delle rette e dei piani ‘paralleli.

Osservando che ogni punto 4/ di. Z,in R, determma con un. :punto traccia

S una retta il cui punto di fuga Q' non cadc in S, e che cid avviene- soltanto

quando § cade in 4/; si vede che Pinsieme delle rette le cui traccie e punti di

fuga coincidono in Ry, ha tutte le proprieti di una stella di- 22 specie; e quindi

si pud dire che esse si incontrano in un punto improprio (comspondente al cen-

tro di proxezxone)
Ogm punto di. R rapprescnt.; cosi oot puntn, ogni retta. o2 rette, ogm piano

Ogni_ pmpnetit dx ’1"3 s dxmostrata ‘per mezzo de postulan dat: e della pro-
I .
posmon che in: S esiste un punto fuorl dl ocm spazm

~oxfc_lmano.
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DaII‘e ; parole :citate ‘della‘-pa ’ }xxx’nf ’e‘ dell't pé g

o uné varxet /“~contenuta in > E le proposm N ch S
ervono a?‘ talnhre Ie propneta pro ttxve=e metnche

o
)




46 : - G. VERONESE.

stulati dello spazio ordmano cost la proposmone P si pub d:mostrare con essi
soltanto, - : . o
" Inversamente, dalla varietd 3, apphcando l’mtmzxone spaziale in ciascuna
delle suc variety lineari X, si giustifica la proposizione : esiste un _punto fuori
dello spazio ordinario. E considerando poi’anche in' qitesto’caso 10 spazxo S, cost
ottenuto come: dato, diamo con un’ipotesi-la proposizione suddetta e

Qualunque siano le deﬁmztom corrispondenti alle- ipotesi di S, cxb non'si-
gnifica che la proprietd P non. possa essere - dedotta‘dai-postulati-di- §;-'senza--
ricorrere 2 quelle definizioni (5). Ma se cosi fosse sarebbe ¢ ~maggiormente dimo-
strato il vantaggio della geometria-a pili di tre dimensioni’ quale- -metodo: di ri-
cerca in S5, schbene essa non sia in. $& un metodo, perché essa ha: teorxcameme
lo stesso dmtto di esistenza_della geometria ordinaria.

La mia rappresentazione del tutto gnometnca dell’lperSpavxo -si -pudappli-
care adunque ad ogni vatietd di elementi, Tome ad ‘ogni: varietd’ geometrlca a pxu
di tre dxmens:onx, che soddxsﬁ ai miei assiomi.- S : :

Quanto al resto della lettera del di'rettore' della Rivista mi limito ad osser-
vare che P'appunto che egli {a al 2° esempio- -della 4® nota’ della® pag. xxvig
del' mio libro nulla’ dimostra contro Ia mia’osservazione, espressa sotto’ forma di
opinione, sullo svolgimento di un sistema di proprietd astratto; ‘osservazione:di
metodo che d’altronde,come risulta ‘dal brano di-cui fa parte -quello- riportato
dal sig. Peano, nulla'ha a che fare col corpo del mio” libro. -In.essd poi non
vi & alcuna confusione fra ipotesi e definizioni (%). ’ i

Osservo ancora che nel mio libro si trova una risposta anche aparte della_
domanda del prof. Peano, che riguarda un appunto di metodo fatto a pag. 608
al suo opuscolo sui principi della aeomeiria; appunto del resto secondario rispetto
alla stessa critica da me fatta all’apphcazlone della: logxca ‘deduttiva zlla” mate-

matica (‘°)
Padova, 29 febbrajo 1892. . . o
G, VERONESE.

(*) Queste osservazioni sarebbero state pubblicate ‘molto prima se:’ Autore
non fosse stato"colpito da-una recente e grave sventura domestica.

(®) Vol I, fasc. 3°4° §°-6° 1891. :

Chiamai questa teoria nel sensp da me inteso perché in quell’amcolo it

prof. Segre si era riferito genericamente nei punti che diedero ‘luogo -a quelle

osservazioni ad-alcuni miei precedenti lavori (l . pag. §8 e seg.), e perche il
prof. Peano accennd alla « teoria degli - spazi .a. quattro e pilt dimensioni ove
si supponga che i punti dell’iperspazio siano talie qualx ce 1i immaginiamo. nell
spazio .ordinario » (Rivista pag. 67)." i : -

a2l

5'(3) Padova berena e Txpograﬁa de ’Semman
:»(4) Linee 21-32 della pag. xxxrv, linee’ I-2 della p:
-’della pag. XXXIV. -

-1 Linee 28:33 della pag xxxm e 11-14 della pag 612,
Specxalmente nelle linee 11-21 della pa | XIV @ :3—2 della;pag. x
trovare ura nsposta 3 ‘quanto’ disse il- dlrettor ' _potem ‘mate-
"imatxche (Rivista p. 67), come pure’ alle sue. consxderazmm sul rigore. matematico
. (b, pao.‘66-67) nella prefazlone a: pag “XXXVIIL € -principio;;: dell ap-

: pendxce. \
0y L’affermazwne del sig. Peano¢ questa. _
wvera servendosi dello - spagio -a quattra dzmenmm (ciot del po ulato gsxstono punn
« fuou dello. spazio ordmano) cessa- di valere nello "spazio- @ tre, perché non si &

« dlmostrata conseguenza de1 soh postulan della geometrxa elementare ». Ecosl:

V1L cessa di wlerz non deve esserewqux mterpretato nel:sens <
: pauo ordmano o del

T

g vera » 0 «pon ¢ conseguenza'logxca dei postulan dell

ei: postulatn. . .
) Nessun esempxo eah ha dato d1 proposmom d q.o ‘e {a°8,in ;0 da S in
0" Sien 1S sono quelh

he aohxamo glﬁ di-essi.
Del resto io stesso avevo “preveduto.’ l’obxeuone suddetta

ceunato ad una nsposta in-una_ nota deﬁa mia Memorm ¢ La supet;[ icie omalozde

ormale: del. 4” ordine, ecc. ) (Atti della 'R. Acc. dei Lih{f’c@ai’, i884, pag. “2).

Egh ammette erd (Rmsta p. ‘157) ‘che 'vi &un’ grande vantaggxo ‘nel pas-

aduna’di: mmor dxmensxom.

sare' da’una \aueta-ana.mca din variabili
(®). Cio' del resto .non esclude che -come ‘geometria,
nche clua.mare Ia teoria, d1 sxste i contmm di enti: g

Nella. prefanone ho usato : alvolta:questbnom
rocedono per deﬁnmom 0 per lpotesr per stabil

i propt; th. :
(19). Pref. pag xmv lm. 23-31. Ho detto gia in
che nellé lettura di- questa parte complementate bxsogna tener con
s:deranom generali svolte neila prefazxone' come per: alcuni Iavo_n occorre tener
: conto delle osservazioni fatte ad’ altn che sotto qualch

stessa) categona. s

to; delle con-




