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PREFAZIONE

Questi Elementi sono sostanzialmente una nilova edi-
zione di quelli trattati nella parte didattica con la collabo-
razione dell’egregio prof. Paoro Gazzaniga, ridotti e sem-
plificati- per i Ginnasi superiori e per i Licei, mentre la
prima edizione ¢ destinata ai Licei e agli Istituti tecnici
(1. biennio) ¥). Questa edizione perd potrd essere adottata
anche nel 1. biennio degli Istituti tecnici, quando 'insegnante
la completi con quelle proposizioni, che si trovano gid nella
precedente edizione e sono prescritte dai programmi gover-
nativi.

La prefazione € fatta principalmente per gli insegnan.
ti; non intendo quindi ripetere qui tutte le considerazioni
svolte nella prima edizione e nell’ Appendice, per giustificare

*) Siccome anche insegnanti esteri si occuparono benevol-
mente di questi Elementi (il che dimostra, come ¢ di fatto, clie la
questione dell'insegnamento della matematica elementare, ¢ inter-
nazionale) cost per essi ritengo utile ayvertire che la nostra scuola
classica si divide in Ginnasio {cinque classi) e Liceo (tre classi);
che il Ginnasio si suddivide in inferiore (tre classi) e superiore
(due “classi). L'Istituto tecnico (quattro classi sezione fisico-mate-
matica), che da adito alla Facoltd matematica o all’ Istituto tecnico
superiore, ¢ preceduto dalla Scuola tecnica (tre classi).
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il mio metodo. Siccome pere, nonos judizi benevoli dati
e le prove fatte in varie scuole con o favorevole, predo-
mina in alcuni insegnanti il sentimenio che i miei Ele-
menti siano troppo astratti o difficili per una scolaresca di
media intelligenza, cosi credo opportuno spiegare i muta-
menti fatti- e come, per questa edizione specialmente, quel
sentimento non sia giustificato.

I programmi attuali per le nostre scuole classiche pre-
scrivono per la Geometria razionale nel Ginnasio superiore
e nel Liceo il metodo di Euclide, che consiste specialmente
nello stretto rigore scientifico e nell’ esclusione di ogni sus-
sidio dell’ Aritmetica e dell’ Algebra fino alla’ teoria della
misura; ma non prescrivono il testo Euclideo. Tale prescri-
zione fu resa necessaria dall' invasione nelle nostre scuole
classiche di certi testi stranieri che non si informano a
questi principl e pervertono il gusto geometrico. E percid va
data lode ai compianti ed illustri nostri matematici Betti e
Brioschi di avere rimesso in onore in Italia il metodo Eu-
clideo colla loro'traduzione degli Elementi del sommo geo-
metra greco. Ma oggidi si pud dire che il testo di Euclide
¢ abbandonato nel Liceo, mentre nel Ginnasio superiore é
usato il 1.° libro pit o meno trasvestito. Dopo gli studi
fatti intorno ai principl della Geometria sia dal lato scien-
tifico che dal lato pedagogico, ritengo anch’io necessario
di sostituire il trattato Euclideo con altro pit moderno;
ma ritengo ancora che se lo si abbandona nel Liceo lo si
debba abbandonare anche nel Ginnasio. Ora avviene che
nel Liceo si riprende completamente !’ insegnamento della
Geometria invece che seguitare col tesfo £uclideo, senza
trarre cosi un adeguato profitto da quello dato nel Ginnasio.
Imperocché se & utile che nel Ginnasio inferiore I’ inse-
gnamento razionale della Geometria sia preceduto da un
breve insegnamento intuitivo per abituare i giovanetli a
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rendersi famigliari le forme geometriche piti comuni, delle
quali devono poi studiare le. proprietd per via di ragiona-
mento, non si comprende che |’ insegnamento razionale sia
dato in due stad?, che invece di completarsi, spesso si distrug:
gono a vicenda. Cido non accade per 'Aritmetica razionale,
che pure é per gli alunni dapprincipio pitt difficile della Geo-
metria. Una ~onseguenza di questo doppio indirizzo nell’in-
segnamento geometrico nel Ginnasio e nel Liceo € ad es.
questa: che nel Ginnasio si comincia la teoria dell'equiva-
lenza delle figure piane, che ora non va data ove la pone
Euclide, per riprenderla tutta pit tardi per le figure piane
con metodo diverso, e piti tardi ancora per le figure solide.
Cosicché le nozioni sull’ equivalenza date nel Ginnasio su-
periore sono pill dannose che utili ai giovani che prose-
guono i loro studl nel Liceo, e non sono utili, perché in-
complete e non accompagnate dalla teoria della misura,
neppure a quelli che terminano 1 loro studi nel Ginnasio;
mentre d’altronde vi sono altre nozioni, come quelle sulla
circonferenza, che sono pil facili e praticamente pitd utili.
Ed invero lo stesso Euclide fa uso tacitarnente di alcune
di queste proposizioni fin da principio, il che non contri-
buisce di certo al pregio del suo libro [

Egli é percio che nella prima parte {ib. I e Il) di que-
sto trattato, la quale é destinata agli alunni del Ginnasio
superiore e va ripetuta nella 1. classe liceale, sono svolte
le proposizioni relative alla retta e alla circonferenza che
servono alla risoluzione dei problemi elementari colla riga
e col compasso. Tuttavia sono aggiunte in appendice alla
prima parte le prirae nozioni sull’ equivalenza delle - figure
piane corrispondenti a quelle del libro I di Euclide (che si
trovano poi svolte ailo stesso modo nel mio libro IV) per que-
gli insegnanti che preferiscono dare queste nozioni invece
di quelle dei paragrafi 8-10 sulla circonferenza. Ed é ap-
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punto per rendere pit facile la. adozione del mio metodo
anche nel Ginnasio superiore che ho notevolmente sempli-
ficato il I libro e nel libro II ho date come postulati
alcune proposizioni intuitivamente evidenti del piano, - che
nell’ edizione completa sono invece dimostrate. I postulati
necessari per la trattazione teorica sono otto, enumerati con
numeri romani; gli altri stamnati in corsivo. o sono pro-
posizioni che si possono dimostrare, cioé i post. dei nn. 10,
31, 63 e 67, o che si possono evitare per la trattazione teo-
rica, come il post. del n. 36, ma che sono necessari pratica-
mente; o finalmente che possono essere evitate anche pra-
ticamente, come quello del n. 58, estendendo perd il con-
cetto del punto, come é dimostratdo nell’Appendice alla prima
edizione. Si ¢ tralasciata la teoria delle figure congruenti
e simmetriche e 1" applicazione di esse al movimento senza
deformazione. Di tale movimento si fa uso soltanto nelle
osservazioni empiriche o pratiche. E torno a ripetere qui
senza che io abbia bisogno di confutare qualche osservazione
in contrario, che se di tale movimento si ha bisogno come
megzo pratico per lacostruzione delle figure ad es. sul foglio
del disegno, non solo esso non & necessario alla Geometria
razionale, ma non puo essere trattato geometricamente con
rigore senza i concetti di figure eguali. Ho - semplificato il
principio anche del libro I, e percid é venuta meno l'op-
portunitd di introdurre i concetti di punto e di retta all’in-
finito per definire le rette e i piani paralleli, aggiungendo
perd una nota per quegli insegnanti che credessero di adot-
tarli in luogo delle solite definizioni, ed anche per dimo-
strare quali vantaggi presentano tali concetti in una tratta-
zione pit estesa della Geometria.

Questo anzitutto non € uno dei tanti libri del ge-
nere, fatti prendendo in esame i migliori trattati, mutando



qua e 1d T'ordine della materia, o le dimostrazioni, o la
forma dell’esposizione, aggiungendo o togliendo qualche po-
stulato; ma ¢ il prodotto, dird cosi, pratico dei miei studi
intorno ai principi della Geometria e pubblicati nei miei
Fondamenti ¥). Le disquisizioni critiche intorno ai principl
della scienza devono essere bandite dalla scuola, perché la
critica si fa quando gia si conosce la scienza; ma chi vuole
scrivere un libro per la scuola o trattare con esattezza e con
novitd di risultati qualche problema importante, non pud
esonerarsi da una larga preparazione scientifica nelle que-
stioni relative ai principl della scienza, come non pud eso-
nerarsi dalla conoscenza di tali questioni chi vuole fare una
buona scelta dei libri di testo.

Il principio a cui soddisfano questi Elementi, e senza
del quale € vano parlare di stretto rigore scientifico, € que-
sto: che astraendo dall’ intuizione, dal sistema di proposi-
zioni geometriche deve rimanere un sistema di proposizioni
astratte, logicamente bene determinate, indipendenti cioé
dal loro significato geometrico, come nell’ aritmetica. Egli €
percid che si devono escludere da principio dal ragionamento
le idee di linea, di superficie, di movimento senza defor-
mazione ecc., perché non si sa geometricamente che cosa
sia la linea, la superficie ecc., e quindi questi vocaboli por-
tano nel ragionamento dei concetti logicamente indetermi-
nati. Ma se escludo queste idee dalle proposizioni e dalle
dimostrazioni, cid non significa che io voglia bandire I'in-
tuizione dall’ insegnamento geometrico. Non € certo a me,
che ho fatto largo uso dell’ intuizione spaziale anche lad-
dove sembrava ad essa chiusa ogni via che si pud fare una
simile obiezione. Desidero anzi che ogni proposizione ed

#) Tip. del Seminario, Padova 1891. Trad. ted. di A. Schepp.
Ed, Teubner, 1894.



ogni ragionamento siano preceduti e continuamente veri-
ficati dall’ intuizione spaziale mediante 1* osservazione di
figure tracciate sulla lavagna o di modelli che aiutino lo
svolgimento dell'imaginativa geometrica e il ragionamento.
A questo scopo si sono anzi premesse ai postulati e ad
alcune definizioni delle osservazioni empiriche, nelle quali
si- fa uso di concetti acquistati gid dagli alunni empirica-
mente, che servono a chiarirli e a giustificarli, ma senza -
che di quei concetti si faccia uso nel ragionamento, quando
essi non siano stati logicamente stabiliti nelle proposizioni
che servono di base al ragionamento stesso. Cosi ad es.
nell’oss. emp. II del n. 5 si fa uso dell'intuizione di corpo,
di superficie e di linea e delle loro parti per richiamare l'in-
tuizione del punfo, ma nel post. I: Esistono punti distinti,
questi concetti non ¢’ entrano affatto: logicamente, facendo
astrazione dall’intuizione rimane questa proposizione: Esi-
stono elementi distinti. Le osservazioni empiriche non co-
stituiscono dunque una parte integrante dello svolgimento
logico della geometria, sebbene l'intuizione spaziale sia ne-
cessaria per stabilire il significato geometrico degli enti che
si considerano, e sia necessaria per enunciare i postulati stessi,
in modo che la geometria elementare descriva le proprieta
di forma e di grandezza degli oggetti esteriori. Chi volesse
dunque trovare nelle osservazioni empiriche dei concetti
logicamente bene determinati, come ¢ accaduto, non compren-
derebbe il significato di esse.

I postulati necessari in confronto di quelli usati negli altri
trattati hanno appunto questo vantaggio che sono valevoli
anche nel solo campo della nostra osservazione esterna, e che
ammessi, per questo solo, possono essere dimostrati per tutto
lo spazio ¥). Egli & per cid che si ¢ ad es. evitata la solita defi-

#) Vedi I'Appendice dell’Ed. completa.
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nizione di rette parallele, come due rette del piano che prolun-
gate indefinitamente non si incontrano mai, perché due tali
rette nessuno le ha mai vedute: e il postulato che si da
comunemente fondandosi su tale definizione non ¢ affatto
evidente, come ad es. quello ‘che nel campo della nostra
_osservazione per .due punti passa una sola retta. Le osser-
vazioni empiriche possono essere aumentate o modificate o
tralasciate dall’insegnante. Ho gid detto altrove che a tener
sempre viva I'imaginativa geometrica, come |’ attenzione
degli alunni, spetta piti che al libro all’insegnante, il quale
deve regolarsi secondo la scolaresca che ha sotto gli occhi,
insistendo ora pil ed ora meno sui concetti principali con
-esempi anche pratici e coll’aiuto delle figure anche quando
mancano nel testo,

Non si € mai mutato per amore di novitd, ma anzi
quando non era necessario od utile si € fatto uso dei vecchi
metodi e delle vecchie dimostrazioni e definizioni. Ad es.
per le proposizioni del § 5 del libro I si potrebbero dare le
Jimostrazioni usate comunemente; ma di tali dimostrazioni
non si potrebbe valersi per trasportare senz’ altro ai triedri
quelle proposizioni dei triangoli, che sono indipendenti dalla
retta infinita o dalle rette parallele, quando sia stabilita la
corrispondenza fra il piano e la stella del n. 47. Cosi nel
libro I si potrebbe unire il post. III al post. I, ma se con cid
si avrebbe il vantaggio di dare subito la proprietd carat-
teristica della retta (post. III) che la distingue dalle al-
tre figure, si perderebbe quello di rendere pit facile il tra-
sporto delle proposizioni della retta, che si ricavano dal
post. II, al fascio di raggi, alla circonferenza e al fascio di
piani, che.godono le stesse proprietd enunciate nel post. II,
salvo lo scambio di alcune parole. E non € che cosi I'alunno
perda di vista 1 intuizione della retta, perché quando si
parla della retta, !'alunno deve avere sempre dinanzi a
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sé la sua imagine, anche se i postulati che, di mano in mano
si enunciano di essa, non.la definiscono completamente.

Ed ¢é bene qui ripetere come sia assai utile far
uso anche nella Geometria elementare di tutte le ana-
logie che presentano enti o teorie diverse: ad es. la retta,
il fascio di raggi, la circonferenza e il fascio di piani e
il conos il piano, la stella e la sferas la teoria delle figure
eguali e quella delle figure simili; di guisa che da teoremi
di quelle si ottengono con molta facilitd teoremi di queste.
In tal modo non solo vi € risparmio di tempo, ma cid che
pitt importa, gli alunni comprendono meglio i legami che
esistono fra enti e teorie diverse. E cido dimostra che non é
sempre inutile anche didatticamente di evitare qualche postu-
lato, anche per proprietd evidenti, come ad es. quella che il
lato del triangolo é minore della somma degli altri due, non
solo perché la dimostrazione ci assicura della validitd di
questa proposizione in tutto lo spazio, ma sovratutto perché
bisognerebbe dimostrarla per gli enti analoghi al piano, per
i quali essa non € pil cosi evidente,

Come le nuove ricerche scientifiche sui principi della
Geometria furono combattute e derise, tanto che il som-
mo Gauss dichiarava che non aveva pubblicato nulla
sulla nuova teoria delle parallele temendo « das Geschret
der Beoten » cosi non € da meravigliarsi se le nuove ri-
cerche, naturale conseguenza di quelle, intese a portare
anche nell’ insegnamento geometrico elementare un soffio
di modernitd e a porlo sovra basi pil rigorose (come gid
si € fatto e si fa per I'Aritmetica razionale) trovano accaniti
oppositori. Cid nondimeno é perd confortante constatare che
tale tendenza anche nei nostri insegnanti volonterosi va
sempre pit accentuandosi. Vi sono, é vero, dei critici, che i
dicono amanti della natura, che tale tendenza non combattono
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apertamente, ma ritengono non potersi riformare I'insegna-
mento geométrico con un indirizzo pid semplice e pid ri-
~oroso. F un sistema aprioristico molto comodo per chi
non ha voglia o tempo di occuparsi delle questioni relative
all’ insegnamento elementare. Siffatti critici sono schiavi
delle loro abitudini, perché mentre sostengono che la Geo-
metria elementare deve appoggiarsi sulla osservazione este-
riore o sull’intuizione (e noi non diciamo diversamente)
rer essi € chiaro ad es. il solito postulato delle parallele,
che nessuno ha mai osservato in natura. Noi osserviamo,
¢ssi dicono, questa o quella proprietd: che bisogno c'é di
in ragionamento per dimostrarla; che bisogno c'é ad es.
i disturbarci a cercare od anche ad adottare una defini-
zione rigorosa dell'anéolo, anche se € semplice, se dell’angolo
abbiamo I'intuizione netta? Quindi per noi basta una delle
solite definizioni. Un falegname, che volesse apprendere di
(Geometria quanto gli- basta pel suo mestiere, non ragio-
nerebbe in modo diverso, e giustamente, Cosa importa a
me, direbbe egli a questi critici, che mi dimostriate tante
proposizioni, mentre io me ne posso convincere per cio
che mi é necessario in modo pitt spiccio e pit intui-
iivo? Una tale critica é, come si vede, senza fondameuto,
perché lo scopo principale dell’insegnamento della mate-
matica nella scuola classica (e tanto pit dovrebbe essere
nella sezione fisico-matematica dell Istituto tecnico) é quello
41 concorrere con altri insegnamenti alla formazione della
mente dello scolaro e a "prepararlo agli studi superiori, spe-
-ialmente oggidi che tutte le scienze positive per essere esatte
anno sempre pitt informandosi ai metodi della matematica,
come divino il nostro Leonardo. da Vinci.

La critica alta, serena e imparziale pud esercitare anche
in queeti stud? una benefica influenza. La critica deve de-
ierminare fin dove sia possibile conciliare le esigenze della
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scienza con quelle della scuola. Questo € il punto vero
della questione. Qui le opinioni possono essere diverse, ma
cio richiede buona volonta e preparazione scientifica, ché
altrimenti si confonde questa possibilitd con la difficolta che
alcuni incontrano da principio nel veder trattate con metodo
e idee nuove cose apprese o insegnate da molto tempo in
modo diverso. Bisogna anche badare che gli scolari, che
non sono preoccupati da pregiudizi, hanno la mente pit ac-
cessibile ai nuovi metodi e alle nuove verita. E sovra tutto
per giudicare un libro nuovo di questo genere bisogna leg-
gerlo bene e provarlo nella scuola, tanto pit quando €
gid stato provato con risultati soddisfacenti. Allora solo la
critica potra riuscire veramente efficace, Non € quindi per-
messo, come ha fatto taluno, di giudicare il mio libro
da una frase di una osservazione empirica, senza avere
né la coltura né la esperienza necessaria.

Vi sono altri critici i quali si danno dell’importanza
occupandosi delle minuzie e degli errori di stampa dei libri
altrui. Essi inorridiscono per esempio se dite due punti, invece
di dire due punti distinti, anche quando cio risulta chiaro
dal contesto del discorso. E non dico dell’abuso che fan-
no alcuni critici a buon mercato dei punti ammirativo e
interrogativo; che dimostra piti spesso in essi una baldan-
zosa ignoranza che una soda coltura e conoscenza delle cose.
Certo che la perfezione anche nelle piccole cose € assai
utile, ed é anche bene che i piccoli difetti siano messi in
rilievo, ma non bisogna giudicare un’ opera nuova da essi
soltanto, perché a questo modo si pud distruggere un’ opera
qualunque. E nei riguardi di questi Elementi, dird che tanto
nella prima quanto in questa edizione, pur volendo infor-
marli allo stretto rigore scientifico, non ho creduto di scen-
dere a troppi minuti particolari, i quali se sono utili nella
critica scientifica, fanno perdere di vista agli alunni le verita
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principali delle quali « essi devono ricevere e conservare una
forte e durevole impressione » ¥),

A me piace la critica intelligente e imparziale, e da essa
traggo profitto; ed ho fatto gia tesoro di alcune osservazioni
inviatemi da professori di scuole secondarie, come ho ac-
cennato nella prefazione della prima edizione e in quella
dell’ Appendice ; come per questa edizione mi sono giovato
di alcune osservazioni inviatemi dal prof Fr. Palatini.
Cosi, come per la prima edizione, il prot. Gazzaniga con-
tinud a prestarmi l'opera sua premurosa e intelligente, e in
nome suo aggiungo che i risultati da lui ottenuti anche
colla edizione completa nel Liceo di Padova furono ottimi
(come furono constatati da ispezione governativa), e che il
metodo viene appreso dai giovani a preferenza di altri e pit
facilmente di quello che si sarebbe aspettato. Se vi é una
difficoltd, secondo lui, nell’insegnamento degli Elementi
nel Liceo, essa € tutta nel far dimenticare certe nozioni
inesatte gia apprese, e nell’ottenere che il 1.° Libro di Eu-
clide quale é svolto in qualche Ginnasio superiore non
abbia il sopravvento sul nuovo metodo degli Elementi;
perché, tanto durevoli e profonde sono le prime impres-
sioni e i primi enunciati di una materia scientifica per
le teneri menti, che il loro riprodursi avviene quasi in-
consapevolmente, per quanto il giovanetto si sia fortemente
convinto che il nuovo metodo € -pil logico, pilr semplice
e pil esatto di quello gid da lui per la prima volta cono-
sciuto.

Io quindi gradird tutte le osservazioni pubbliche o
private che professori volonterusi mi rivolgeranno, e di esse

*) Istruzioni ai Programmi 1884.
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terrd conto acciocché il libro raggiunga sempre meglio lo
scopo che mi sono' proposto: quello cioé di conseguire nel-
I’ insegnamento geometrico elementare un effettivo pro-
gresso.

Padova, Settembre 1899

G. VERONESE
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NOZIONI GENERALI

1. Gruppo.

Una o pil cose si dinotano con lettere dell alfa-
beto.

1l gruppo delle cose 4, B, C,... si indica con:
(ABC..), 0 con: (BAC..),.. ecc., oppure con una sola
lettera minuscola.

Se ogni elemento di un gruppo (@) & elemento di
un altro gruppo (b) si dice che il gruppo (a) appartiene
al gruppo (b).

E se (a) appartiene a (), ma non tutti gli elementi
di (b) sono elementi di (a), (a) dicesi parte di (b).

Un gruppo si chiama anche iutio rispetto alle sue
parti, Ad es. dei gruppi di lettere: (4BC), (4BC),
(ABCD); (ABC) appartiene ad (4B C) ed & parte di
(4BCD).

E se il gruppo (a) appartiene al gruppo (b) e (b)
appartiene al gruppo (a), si dira che i gruppi (a) e ()
coincidono. In caso diverso, si dird che i gruppi sono
distinti.

Si conchiude facilmente da cid che: Se il gruppo (a)
appartiene- al gruppo .(b), e questo appartiene al grup-
po (c), il gruppo (a) appartiene a (c). E se (a) & parte
di (b) e (b) appartiene a (c), (a) & parte di (c).

I



2. Serie.

Se, dato un elemento qualsiasi 4 di un grappo si
possono ripartire gli altri elementi secondo due vocaboli
ad es.: precedenti di A e seguenti di A, in modo che:
1.° un elemento precedente di 4 non ¢ seguente di 4,
e un elemento seguente di 4 non & precedente di 4;
2.°se A & precedente di B, ¢ B precedente di C, 4 ¢&
pure precedente di C, allora il gruppo dato dicesi gruppo
ordinato o serie, oppure dicesi che gli elementi del gruppo
sono disposti in un dato ordine. '

Ad es.: ho prima l'idea 4, poi I'idea B, poi l'idea C.
1l gruppo delle idee ABC ¢ ordinato secondo i voca-
boli prima e poi.

Ne consegue : se 4 & precedente di B, B ¢ seguente
di 4; e se C¢ seguente di B e B seguente di 4, ¢ pure
C seguente di 4.

La serie si dinota generalmente come il gruppo e
talvolta con un simbolo, che oltre alle cose che la com-
pongono rappresenta anche il loro ordine. Ad es.: i
simboli (4B C), (B4 C) dinotano lo stesso gruppo, ma
serie differenti.

Se in una serie un elemento 4 ¢ precedente di al-
tro B, si dice ancora che 4 precede B, ovvero che B
segue A.

E se 4 precede B e B precede C, si dice che B ¢
compreso fra A e C.

L’elemento di una serie che non ¢ preceduto da
alcun altro elemento dicesi primo, e 'elemento che non
¢ seguito da alcun altro dicesi ultimo.

L’ elemento che segue il primo dicesi secondo;
quello che segue il secondo, terzo; quello che segue
il terzo, quarto; quello dopo il quarto, quinto;.... e
cost via.
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Le serie che hanno un primo ed ultimo elemento
diconsi limitate. Una serie che non ha un primo ele-
mento, si dice illimitata.

Una serie 8 appartiene ad una serie a quando gli
elementi di # sono elementi di a, e gli elementi che
precedono o seguono un dato elemento C in f prece-
dono o seguono lo stesso elemento in a. — In questo
caso se tutti gli elementi di ¢ non appartengono a j
e fra gli elementi di § non sono compresi elementi di
a che non appartengano a f, la serie g si dice parte
ai a.

Si dicono serie inverse quelle formate con gli stessi
elementi in modo che mentre un certo elemento B della
prima precede un altro elemento 4, lo stesso elemento B

segue nella seconda 1" elemento 4. Sono in ordine in-
verso ad es.: le serie (ABCDE) (EDCBA4).

3. Corrispondenza fra gruppi.

Se noi consideriamo ad es. i gruppi di oggetti co-
lorati (G RV 4) (giallo, rosso, verde, azzurro), (G'A'R'V")
(giallo, azzurro, rosso, verde) notiamo che fra G e G’
come fra 4 ed 4', R ed R, Ve V' vieé la stessa re-
lazione, ciod 1 identitd di colore; in tal caso diciamo
che 1 gruppi considerati si corrispondono e che G' cor-
risponde a G, R’ ad R, V' a 7, 4' ad 4. E pit gene-
ralmente, quando gli elementi dei gruppi (a) e (b) si
possono cosi coordinare che quelli del primo gruppo
cadano sotto lo stesso concetto di quelli del secondo,
che nell’ es. precedente ¢ lidentitd di colore, ciascuno
a ciascuno, si dice che i gruppi (a) e (b) sono in corri-
spondenza oppure che si corrispondono secondo quel con-
cetto o secondo quella relazione. E se ad ogni elemento
del primo gruppo corrisponde uno ed uno solo elemento
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del secondo ; e se ad ogni elemento del secondo gruppo
corrisponde un unico elemento del primo, la corrispon-
denza si dice corrispondenza univoca.

Infine se i gruppi (a) e (b) sono anche ordinati,
cosi che ad un elemento 4 che precede o segue un
elemento B in un gruppo corrisponde un elemento 4’
che precede o segue Ielemento B’ corrispondente a B’
si dice che la corrispondenza & univoca e del medesimo or-
dine.

Egli & manifesto che se i gruppi (ABCDE)
(A'B'C'D'E") si corrispondono univocamente e nel
medesimo ordine, si corrispondono pure univocamente
e nel medesimo ordine i gruppi inversi (ED CB 4)
(E'D'C'B'A'").

Come pure & ovvio di per s¢ che i gruppi corri-
spondenti univocamente e nel medesimo ordine ad uno
stesso gruppo, si corrispondono univocamente e nello
stesso ordine fra di loro. ¥)

4. Proposizioni della Matematica.

Le proposizioni delle scienze Matematiche prendono
diversi nomi, secondo |’ ufficio loro.

Nella Definizione di un ente o di un’operazione, si
stabilisce il concetto di quell’ente o di quell’'operazione
mediante altri concetti, ritenuti piu semplici e gia noti.

1l Postulato od Assioma & la proposizione il cui con-

1

tenuto & verificato dall’ esperienza, o non contraddice

#) Nel testo si ammette d’ ora innanzi la conoscenza dei
numeri naturali 1 23.....7..... ; e fino alla teoria della misura
non v’ & bisogno di altre nozioni di Aritmetica. Vedi Appendice

pag. I.
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alle proposizioni premesse (e quindi anche alle loro
conseguenze), e non ¢ deducibile da queste. ¥)

Il Teorema & la proposizione il cui contenuto si
trae per mezzo di ragionamenti da proposizioni pre-
messe. Il tipo di un teorema ¢ il seguente: Se é [
(ipotesi), & T (tesi).

La proposizione: Se ¢ T, ¢ I, dicesi teorema reci-
proco del precedente.

E le proposizioni: Se non é I, non é T ; se non ¢é
T, non ¢ I; si dicono teoremi contrari dei precedenti.

A riguardo di che & da notarsi che se uno dei
quattro teoremi ora citati & vero, non tutti i rimanenti
sono veri di necessitd; ma se perd sono veri un teo-
rema ed il suo reciproco, sono necessariamente veri an-
che i due teoremi contrari.

Il Corollario, & la proposizione il cui contenuto si
trae come facile ed immediata conseguenza di una pro-
posizione precedente. '

Il Lemma & la proposizione che si premette alla
dimostrazione di qualche teorema.

Il Problema ¢ la proposizione nella quale & propo-
sto, date e conosciute alcune cose, di trovarne e de-
durne altre, aventi con le prime determinate relazioni.

*) Nel testo saranno indicate anche come postulati alcune
proposizioni intuitive, la dimostrazione delle quali trovasi nelle
precedenti mie pubblicazioni e che ommetto per ragioni didat~
tiche.
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LIBRO PRIMO

§ 1.
Prime proprieta della retta

5. 0ss. emp. I. — Per punto materiale intendesi una par-
ticella di un corpo qualsiasi, che si considera come non scompo-
nibile in parti,

0ss. emp. II. — Ad altri oggetti simili a questo si da il
nome di punto.

Cid che limita un corpo da cio che lo circonda dicesi su-
perficie del corpo. — Ad es. cid che vedesi di un corpo ¢ tutta
o una parte della sua superficie. — Per punto intendesi anche una

particella di superficie, come ad es. il segno trac-
P cato sul foglio da una punta finissima.

q’ Se si separa da una superficie una sua parte,
come ad es. da quella del foglio teso del disegno;
il termine di questa parte chiamasi linea. E per
punto intendesi anche un trattino di linea non scomponibile in
parti, o ancora I’estremitd P di una linea (come ad es. quella del-
I’ orlo superiore dell’ oggetto della fig. 1). ¥)

i
Fig. 1

#) Coll'idea del corpo & legata quella del lzogo da esso occu-
pato; e per punto intendesi ancora il luogo occupate dall’estremitd
d'una linea.

Per punto intendesi anche I'imagine prodotta in noi per
mezzo della vista o del tatto dall’estremitd di una linea. I punti
sopra accennati sono segni esteriori di questo punto; ma & lo-
gicamente indifferente in questo trattato di considerare come punto
uno o l'altro degli oggetti sopra indicati con tal nome.
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POST. I. — Esistono punti distinti.

Def. — Dicesi figura qualunque gruppo di punti o
un insieme di gruppi di punti, considerati come elementi.

0ss. — Il punto & pertanto l'elemento fondamen-
tale di ogni figura. I punti si indicheranno con lettere
maiuscole.

Dich. —— Geometria dicesi la scienza che tratta delle
figure.

Fig. 2

6. Def. I. — 1) Sistema lineare di punti (fig. 2) &
un gruppo di punti dotato di due ordini, I'uno inverso
dell’altro. Ciascuno degli ordini del gruppo dicesi verso
del sistema.

0ss. emp. — I due versi nella fig. 2 sono indicati dalle freccie.

2) Segmento dicesi ogni parte di un sistema lineare
limitata da due punti o il sistema stesso se ¢ limitato
da due punti (n. 2). E per parti di un segmento inten-
donsi i segmenti in esso contenuti.

Se A ¢ B sono i punti del segmento, fra i quali si
trovano gli alui punti del segmento stesso, i punti 4
e B si dicono estremi del segmento, e gli altri punti
compresi fra essi chiamansi inferni al segmento.

1l segmento considerato nel verso da 4 a B si indica
con (AB) o con AB; il segmento inverso, con (B4)
o con BA. Ove perd non sia necessario indicare il verso,
il segmento potrd essere dinotato con una sola lettera
minuscola, ad es. a.

Def. II. — 1) Se il sistema lineare & poi tale che
si possa riguardare come un segmento i cui estremi,
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considerati indipendentemente dal sistema, coincidono, il
sistema si dice chiuso; in ogni altro caso, aperto.

Fig. 3

Le fig. 3 ci danno un’idea di un sistema lineare
aperto, o chiuso.

7. Oss. emp. I, — L'oggetto della fig. 4, un filo a piombo
un raggio di luce, e simili, ci forni-
scono l'imagine di cid che cono-
Fig. 4 sciamo sotto il nome di refta limitata,

L'oggetto stesso che la rappresenta

A A B AP B

si chiama oggetto rettilineo,

Vediamo che sull’oggetto rettilineo possiamo segnare quanti
punti vogliamo, e che rispetto ad uno qualunque B di essi gli
altri si ripartiscono in due gruppi, I’uno formato dai punt che
sono a destra di B, l'altro formato dai punti che sono a sinistra
di B, e che queste parole destra e sinistra soddisfano alle stesse
condizioni dei vocaboli precedente e seguente, da noi usati nella
definizione della serie (n. 2); cioé la retta limitata é un sistema
lineare (d. L.).

La retta limitata chiamasi anche segmento reltilineo o sem-
plicemente segmenio.

Segnati sull’ oggetto rettilineo della fig. 5 una parte 4B e

B1

Fig. ¢

un punto A’ abbastanza vicino, possiamo segnare ad occhio un altro
punto B’ tale che gli oggetti 4B, A’ B’ producano in noi, con grande
approssimazione, la stessa imagine, cio che esprimiamo dicendo
che sono eguali.



— 10 —

Si vede ancora che dato un punto 4, di (4B) corrisponde
ad esso un punto A4 in (4'B’) tale, che gli oggetti 44,, 4" 4y.
4, B, Ay B’ corrispondenti sono pure egualij di guisa che fra i
punti degli oggetti 4B ed 4’ B' si pud stabilire una corrispon-
denza univoca e del medesimo ordine.

Anche se gli oggetti 4B ed 4’ B’ cosi segnati, con altri
mezzi pill precisi non si trovassero eguali, intuiamo perd che esi-
ste sull’ oggetto rettilineo un punto B’ tale che 4B’ed A'B’ sono
eguali.

" Un mezzo pill preciso per verificare o per costruire oggetti
rettilinel eguali ci & fornito dal trasporto di un oggetto rettilineo
XY (segnato ad es. sull’orlo superiore di una riga) che combacia
con AB, fin che X venga a combaciare con A4’; allora Y com-
bacierd con B’e un punto Z di X 7 che combacia con-ua punto 4,
di 4B, verrd a combaciare col punto corrispondente 4y di 4'B’;
cosicche i punti corrispondenti dei due oggetti 4B, 4'B’ saranno
segnati dai punti dell’'oggetto XY stesso. '

Si pud segnare-il punto B’ anche con 1'uso del compasso.
Poste le due punte del compasso in 4 e B, basta far centro poi
in 4’ e coll’altra punta segnare il punto B’.

In questo trasporto noi ammettiamo perd che.l’oggetto
muovendosi rimanga inallerato, vale a dire che due posizioni del-
I’ oggetto siano eguali, anche se nel fatto cido succede soltanto
con grande approssimazione.

Def. I. — L'espressione: I segmento rettilineo a &
eguale al segmenio rettilineo b significa che si pud sta-
bilire tra i punti di a e & una corrispondenza univoca e
del medesimo ordine; e che ogni proposizione che si pud
enunciare di a o di una sua parte, considerati 'uno e
I'altra separatamente, si puo ripetere per b o per la parte
corrispondente; e inversamente.

Per indicare che il segmento a ¢ eguale al seg-
mento b si scrive:

a=b
0ss. I. — Dalla def. T deducesi tosto :
a=a (1)
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Se a=b, b=a (2)
Se a=b e b=q =c. (3)
Def. TI. — L’ espressione: I segmenti a e b sono

diseguali significa che a non ¢ eguale a b.
In tal caso si scrive:

a=l=b
Oss. II. — Da cid deducesi che non pud essere:

a=b e a=zb.

Da (2) a (3) si ha pure che:

Sea=beb=slZ2ctazzceseazlzb cb=z=c
non si deduce necessariamente @ =[= ¢, né a = .

0ss. emp. II. —.Osservando l'oggetto rettilineo 4B della
fig. 4 possiamo imaginare in un dato verso una serie di segmenti
AB, A'B’, A" B",.... ciascuno dei quali abbia una parte in comune
col seguente; e analogamente nel verso opposto. Abbiamo cosi
I'idea della refta il/imitata o pit semplicemente della relta,

Tutte le linee che non sono retle, o composte di rette, si
chiamano curve,

Osservando poi l'oggetto rettilineo della fig. 6 troviamo che
dato un segmento XY in un verso, e un punto 4, vi sono i soli
segmenti AC, B4, eguali ad XY. Dalla fig. 5 si vede che rove-
sciando la riga in modo che X cada in B, il punto 7 cade in 4,
vaie a dire 4B = B 4. Diremo dunque:

POST. II. — Esiste un sistema lineare di punti,
che chiamasi retta, tale che:

I. Vi sono in esso due segmenti eguali ad ogni
segmento dato, dello stesso verso, e aventi 1l'uno
per primo, !’ altro per secondo estremo un punto
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qualunque dato (o pil brevemente: La retta ¢ eguale
intorno ai suoi punti).

II. Ogni segmento non ¢& eguale ad una sua
parte.

III. Ogni segmento A4 B & eguale al suo inverso

1

B 4 (o pit brevemente: Ogni segmento ¢ invertibile).

0ss. emp. ITI. — Adoperando il linguaggio del mnovimento
senza deformazione la I. si pud esprimere cosi: la retta puo scor-
rere su sé stessa in ciascuno dei suoi versi; e la Il cost: Ogui seg-
mento AB pud sovrapporsi al segmento B 4 in modo che A coincida
con B e B con A %)

Def. III. — Ogni sistema lineare che soddisfa alle
condizioni del post. II chiamasi sistema lineare omo-
geneo.

Oss. III. — La retta ¢ un sistema lineare omo-
geneo ; ed ogni proposizione dedotta dal post. II che
vale per questo, vale anche per quella, e inversa-
mente.

0ss. IV, — Quando parleremo della retta, avremo
sempre dinanzi la sua imagine intuitiva ; ma nel ragio-

#) Ammettendo, come pure si fa in altri trattati, che Ila retta,
a partire da un suo punto determinato, si pud far coincidere con
la parte rimanente, si pud dimostrare la proposizione: 4B = B4
come ne’ miei F. G.

Secondo il post. II, applicato senza restrizioni, la retta &
illimitata nei suoi due versi, perché dato un punto qualunque 4
di essa possiamo costruire in uno e nell’altro verso un segmento
A B eguale ad un segmento dato XY, Si pud intendere che il
post. II (e cosi i seguenti) valga soltanto per la retta corrispon-
dente ad un oggetto rettilineo che possa esser osservato. Con
tale restrizione di validitd dei postulati si potra costruire sulla
retta il segmento A B eguale al seguente XY soltanto se il punto
B cadra nella retta,
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namento faremo uso soltanto delle sue proprietd am-
messe nel postulati o gid dimostrate.

Def. IV. — Se un segmento 4B ¢ eguale ad una
parte di CD sidice che CD & maggiore di AB, o che
AB & minore di CD, e si scrive:

CD>AB AB< CD

Cor. . — Se AB> CD, CD = EF si ha:
AB> EF.

Difatti 4B & eguale ad una parte di CD e CD
-eguale ad una parte di EF od ¢ eguale ad EF; dun-
que 4B & eguale.ad una parte di EF,

Cor. II. — Se AB < CD, CD = EF si ha:

AB < EF

0ss. V. — Dati due segmenti a ¢ b della retta o
a & eguale a b, 0 a non & eguale a b; e "un cabo
esclude l'altro (oss. II). Nel secondo caso, o a ¢ eguale
ad una parte di b, cio¢ a < b, oppure b ¢ eguale ad
una parte di @, ossia @ > b; e l'un caso esclude l'altro,
perché se & a <b, a ¢ eguale ad una parte di b, e se fosse
anche a > b, a sarebbe eguale ad una parte di b e quindi
di a, contro il post. IL

Def. V. — Due segmenti si dicono consecutivi in
un dato verso se l'ultimo estremo del primo segmento
& primo estremo del secondo, nel detto verso.

Dich. — I versi della retta si chiamano anche di-
reziont.

Def. VI. — Si dice raggio la parte della retta li-
mitata da un suo punto.

8. Def. — Addizionare o sommare sul sistema ad
un segmento PQ un altro segmento RS dello stesso verso,
significa considerare in esso due segmenti 4B, B C con-
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secutivi, ed eguali rispettivamente ai due dati PO, RS
(fig. 7).

Fig. 7

Questa operazione dicesi addizione, il segmento ri-
sultante 4 C somma dei due dati; cid indicasi scri-
vendo :

AC=PQ + RS
Teor. I. — Per I addizione dei segmenti vale la legge
associativa, ciod: @ 4+ (b +¢)=(a +b) .
Sieno (fig. 8)
=LM b= MN c= NP

L M N P

N —
d b c
Fig. 8

Si avrd in primo luogo:
a4+b=LM  MN=LN
b4+c=MN_ NP =MP
Ora si trova che
d4+0+c)=LM MP=LP
eche  (@+b)4+c=LN + NP=1LP
pertanto a+b+o)y=@a+b)+c¢
Teor. II. — Per I' addizione dei segmenti vale la
legge commutativa, cioé:
a -+ b=1b “+ a
Sia AB=a, BC=0be AC la somma a4 b.

Per essere AC= CA (post. 11, 3) esiste in CA un
punto B’ tale che: CB'=a B'd=1b (post. II, 1,



— 15 —

e d. 1, 7); e per essere AB' = B'4 e BC' = C'B
sard, AB' = b B'C = a, ciot 4C ¢ pure la somma
b+ a.

0ss. — Se sono dati # segmenti, basta osservare
che scambiando di posto due segmenti consecutivi la
somma rimane la stessa, e che con lo scambio dei seg-
menti consecutivi un segmento pud essere portato al
posto di ogni altro.

Teor. TII. — Dati due gruppi di segmenti corri=
spondenti : 1 se tutti i segmenti del primo gruppo sono
eguali ai corrispondenti del secondo, la somma di questi ¢
eguale alla somma di quelli; 11 se fra i segmenti del
primo gruppo ve ne sono di maggiori dei corrispondenti
del secondo, e nessuno di questo é maggiore del corrispon-
dente del primo, la somma dei segmenti del primo gruppo
¢ maggiore di quella dei segmenii del secondo gruppo ;
101 se fra i segmenti del primo gruppo ve me sono di mi-
nori dei corrispondenti del secondo, e messuno di questo &
minore del corrispondente del primo, la somma dei seg-
menti del primo gruppo é minore di quella dei segmenti
del secondo gruppo.

I Siano ad es. ay a, a3, by by by 1 due gruppi di
segmenti, € @y =0, a,= by a3=by. Da un punto 4
della retta si segnino i segmenti:

A4 =a, 4 4y=0, Ay4,=a,,
e da un altro punto B (che pud coincidere con A) si
segni il segmento: B By = A4 A,. Per la corrispondenza
di eguaglianza fra B B; ed A4 A4, esisteranno in BBy al-
tri punti B, B, tali che:
BB =AA =a,=0 B B,=44,=0a,=1b,
By By = A, 4y = a5 = by ;
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quindi BB, ¢ somma. di tre segmenti eguali rispettiva-
mente e nello stesso ordine ad a, a, a,.

Ma pel post. II a cominciare da B in un dato verso
della retta esiste una sola somma di tre segmenti dati;
dunque resta dimostrato che le somme dei tre segmenti
considerati sono eguali.

Se si trattasse di # segmenti, il ragionamento sa-
rebbe lo stesso,

IT. Suppongasi ora che sia ad es.:

a4y =0b a, >by, a;=b,.

In tal caso dovrd essere a4, somma di b, con un
altro segmento x, ossia @y = by + x.

Percid si ha, per la prima parte di questo teorema
ora dimostrata (e pel t. II) ;

ay + g + dg = by ++ by + by 4 x
Adunque :
Ay + Ay + A3 > by 4 by + by

HI. 1l terzo caso ¢ evidentemente compreso nel
secondo, qualora si consideri come primo gruppo quello
costituito dai segmenti &, e il secondo dai segmenti a.

9. Def. — Sottrarre da un segmento 4 C un altro
segmento B C minore del primo, intendesi determinare
quel terzo segmento 4B, che addizionato al secondo da
per somma un segmento eguale al primo.

Questa operazione dicesi sotirazione, il risultato diffe-
renza, e cid si esprime scrivendo: 4B = 4C — BC.

10. Def. I. — 1) Se il segmento 4C ¢ la somma
di # segmentl consecutivi eguali al segmento 4B, e
dello stesso verso di A B, si dice che 4C & multiplo di
AB secondo il numero n, oppure si dice che 4B ¢
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summultiplo di 4 C secondo il medesimo numero n, € si
scrive:

AC = (AB)n oppure AB = (4C) :';

Un segmento dicesi anche multiplo di se stesso
secondo il numero 1.

2) Due segmenti si dicono equimultipli od equisum-
multipli di un terzo segmento, quando sono multipli o
summultipli del terzo segmento, secondo lo stesso nu-
mero.

3) In particolare, i segmenti multipli secondo i nu-
meri 2, 3, 4.... di AB diconsi doppi, tripli, quadrupli...
di 4B; ed i segmenti summultipli di 4B secondo gli
stessi numeri 2, 3, 4.... diconsi mela, terza parte, quarla
parte.... di AB.

Teor. L. — Secondo che un segmento é maggiore, eguale
o0 minore di un allro segmento, ogni segmenlo multiplo del

primo & maggiore, eguale, o minore di un segmento eqiii-

maltiplo del secondo.

Sia AB % A'B': dico che (4B) n —>§ (A'BY .
Scrivendo 7 volte di seguito :
<
AB = A'B'
>

e sommando i primi segmenti fra loro e i secondi seg-
menti fra loro, si ha appunto:

(AB)n —<§ (4'B'Yyn (v 1IL, 8)

Cor. L. — Secondoche un segmento & maggiore, eguale
o minore di un aliro, ogni summultiplo del primo ¢ mag-

2
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giore, eguale o minore del segmento equisummultiplo  del
secondo.

Infattise ¢ AB > A'B’, e non fosse (AB);—> (4B =

n’
. I I .

ma si avesse: AB - < (4'B') —, si trarrebbe:

AB < A'B', contro il supposto.

Analogamente negli altri casi.
Cor. IL. -— Se a e b sono segmenti equimultipli di

due segmenti & e 'y ed é:a % by si ha o =1V .
Questo corollario & una forma diversa del cor. 1.
Cor. IIL. — Se A A4;, A\ 4,,... Asrydy, sono u seg-

menti consecutivi che costituiscono il segmento A A, ; e A A,

e minore, Ay, maggiore degli altri segmenti, si ha:
(AA)D)n < (Ady )  (HAuadi)n > (AA4,)
Invero (AA4,)2 < (A4y) (v 111, 8), e ammesso

il corollario per # — 1, lo si dimostra allo stesso modo

per n. Analogamente per (An.. 4. ) n.
Def. IL. — La somma di m segmenti eguali al

CR I o 4 m
summultiplo 4B - si indica tanto con (4B) —, quanto

I
con (AB) — m, come ancora con .

11, Dieh. — 1) La locuzione: punto variabile o
mobile X, in un verso di un sistema lineare, significa:
punti 4, A, A4,... del sistema, considerati in un verso di
esso, e dei quali uno qualunque pud essere indicato
con X.

Il sistema lineare dei punti 4, 4,.... chiamasi luogo
geometrico, o luogo del punto X.

2) La locuzione: punto che si allontana da A nel
verso di 4B significa: punti 4; 4, 4,.... i quali sono
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estremi di segmenti 4.4,, 44,, A 4,... del sistema (fig. 9),
avent lo stesso estremo 4, e lo stesso verso di 4B e
tali che:

A4y < A4, < A4, < ...

3) La locuzione: punto che si avvicina ad A nel
verso di AB significa: punt B, B,B, ..., i quali sono
estremi di segmenti 4B, 4B,, AB,... (fig. 9) avent lo
stesso estremo ¢ dello stesso verso di A4 B tali che:

AB, > AB, > AB; > ..
A_A A hs B

A XXMMY R

A Bs Bz B B

A

Fig. 9 Fig. 1o

0ss. — In seguito a queste locuzioni potremo ap-
plicare nelle dimostrazioni il linguaggio del movimento
sulla retta.

0ss. emp. I. — Dato un oggetto rettilineo 4 B (fig. 10),
imaginiamo in esso due punti- mobili X Y che partano rispettiva-
mente da 4 e B descrivendo segmenti eguali, cioé 4 X = B Y ecc.
Noi vediamo che i punti X e Y vengono a coincidere in un
punto M, tale dunque che 4 M = B M, e quindi anche 4 M = M B.
Per quanto 4 ¢ B siano vicini, possiamo segnare mentalmente il
punto medio. Se 4 ¢ B si possono ritenere materialmente come
coincidenti, il punto medio coincide con essi.

Post, *) — Ogni segmento rettilineo & divisibile in
due parti eguali.

Teor. — Ogni segmento rettilineo ha un solo punto
medio.

*) Questa proposizione ¢ conseguenza del post. II e dei
post. VIII ¢ IX. Vedi la nota V dell’ Appendice.
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Infatti se un segmento A4 B potesse avere due punti

medi X ed Y, si avrebbe:
AX =AY (c. II' t. I, 10)

contro il post. II

s

Oss, emp. II. — Vediamo che P’oggetto rettilineo 4B &
diviso da un suo punto X in due parti 4 X, X B. Tale proposi-
zione pud essere dimostrata anche per tutta la retta illimitata; tut-
tavia assumiamo senza dimostrazione la seguente proposizione:

Post. *) — La retta ¢ divisa da ogni suo punto in
due parti, cioé: la retta ¢ aperta.

12, Oss. emp. I. -— Si vede che fuori dell’oggetto rettilinew
AB e della retta da esso determinata (fig. 11)
esistono dei punti P e quindi anche delle altre
rette. Si vede altrest che quando due oggetti N
rettilinel combaciano in due dei loro punti, essi A B
combaciano in tuttii loro punti, e quindi com- Fig. ts
baciano le due rette da essi determinate,

‘P

POST. III. — Esistono punti fuori della retta.
Esiste una sola retta che contiene due punti
dati.

0ss. — Una retta si rappresenta o con una sem-
plice lettera minuscola a, b, c...., o con due lettere ma-
iuscole indicanti i punti che la determinano. Quando si
possa confondere il simbolo della retta, determinata da
due punti 4 ¢ B con quello del segmento rettilineo, si
dinoterd il segmento col simbolo (4 B).

*) V. Elementi di Geometria, ed. completa e I'Appendice.
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§ 2.

Figure eguali

13. Def. I. — Per figura rettilinea di tre punti
A, B, C non situati su d'una retta, intendesi il sistema
det segmenti (4B), (BC), (CB); dei segmenti (ED),
{FE), (GD), ecc. che uniscono i punti dei primi tre...., e
cosi via (fig. 12).

A
0 E
/ Q\GC
. A/F/
Fig. 12

E in generale: per figura reltilinea di un dato gruppo
di punti intendesi la- figura determinata dai segmenti
che hanno per estremi i punti dati, dai segmenti che
i punti di questi determinano a due a due, e cosi via.

Def. TI. — 1) La figura costituita dai tre punti
A, B, C non situati in una retta e dai tre segmenti 4B,
B C, 4C dicesi triangolo. I tre punti 4B C diconsi ver-
fici, e 1 tre segmenti (4 B) (B C) e (CA) lati del triangolo.

Quando non vi sard luogo ad equivoco diremo lati
anche le rette determinate dai tre vertici a due a due.

I vertici 4, B, C si dicono rispettivamente opposti
ai lati (B C) (CA) (4D); e reciprocamente.

2) Se due lati ad es.: (4B) e (BC) del triangolo
sono eguali, esso dicesi isoscele, ed il terzo lato si dice
base del triangolo isoscele.



3) Se tutti e tre i lati sono eguali, il triangolo si
dice equilatero.

0ss. — Ogni figura non rettilinea determina una sola
figura rettilinea, a cui appartiene, cio¢ la figura determi-
nata dai segmenti che uniscono i punti della figura
data, e da quelli che congiungono i punti di questi seg-
menti, e cosl via.

14. 0ss. emp. I. — Come di due oggetti rettilinei (n. 7), cost
di due corpi qualunque noi diciamo che sono eguali quando
producono in noi la stessa imagine, onde cid che diciamo dell’unc
possiamo ripctere per 1altro, considerati isolatamente, indipen-
dentemente cioé da altri oggetti. E quindi ad un punto A4 dell’ uno
vediamo corrispondervi un punto A’ dell’altro e ad 4" il punto 4 ;
ad una serie 4 B C... di punti dell’'uno una serie 4'B"C"... dell’altro;
¢ ad ogni segmento dell’uno un segmento eguale dell’altro.

Def. — L’ espressione: Le figure rettilinee I ed
F'" sono eguali significa che si pud stabilire fra i loro
punti una corrispondenza univoca e del medesimo or-
dine tale, che ai segmenti dell'una corrispondono seg-
menti eguali dell”altra. — E la espressione : Due figure
non retiilinee sono eguali significa che esse sono figure
corrispondenti in figure rettilinee eguali.

Questa corrispondenza fra due figure eguali chia-
masi corrispondenza di eguaglianza.

0Oss. emp. II. — Facendo uso del movimento senza defor-
mazione, due figure che possono sovrapporsi, soddisfano al criterio
di eguaglianza, esposto nella Def.

Oss. T. — La parola eguale, usata per due figure,
non ha per noi nel ragionamento che il significato ad
essa attribuito nella Def.

Oss. IT. — Se una figura non rettilinea I appar-
tiene ad una figura rettilinea [}, a questa appartiene
pure la figura rettilinea F, determinata da F (0. 13), che
pud essere la stessa F|. E se due figure non rettilinee
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F e F' sono corrispondenti in figure rettilinee eguali F;
e F', le figure rettilinee F, e F, determinate da F'e F'
sono pure corrispondenti in Fy; e F, ed essendo i
segmenti di F, e F, segmenti di F} e £, I, e F
sono eguali (def.).
Teor. I. — Ogni figura eguale ad una retta & una retia.
Sia F la figura eguale ad una retta r (fig. 13). Per
la def. se una figura contiene un segmento, un’ altra
figura ad essa eguale contiene un segmento corrispon-
oA B o dente, eguale al primo. Se dunque 4BC
sono tre punti di , in un dato verso,
cA 8 ¢ _uno diessi, ad es. B, sard compreso fra
Fig. 13 gli altri due, e quindi in I’ si avranno
‘tre punti 4' B’ C' corrispondenti, e tali che B’ sard sitnato
nel segmento A4'C’. Percid il punto B’ sard sitnato sulla
retta A' C', come C' & situato sulla retta 4'B’, ossia nella
stessa retta v’ (post. III). Dunque la /" contiene la retta 7',
Stabilita cost la corrispondenza univoca e nel mede-
simo ordine fra i punti di r e di 7/, ad un punto di » non
pud corrispondere un altro punto fuori di 7', per la cor-
rispondenza univoca fra Fed r; dunque F ¢ la retta r'.

Teor. I1. — Figure corrispondenti in figure eguali
sono eguali.

‘Supponiamo dapprima che le date figure eguali F
ed [ siano rettilinee. Se le figure p e p' in esse corri-
spondenti sono rettilinee, la corrispondenza di egua-
glianza fra F ed F' stabilisce pure una corrispondenza di
eguaglianza fra p e p' (d. II); se le figure p, p' non
sono rettilinee il teorema non & che la seconda parte
della def. II. stessa.

Supponiamo ora che I ed I non sieno rettilinee;
le figure rettilinee da esse determinate sono eguali
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(d. II). Se p e p’' sono due figure corrispondenti di F ed
F', le figure rettilinee F, e F,’ determinate dape p' si
corrispondono in quelle determinate da F~ ed I; ma
queste sono eguali, dunque pel caso precedente F; e '
sono eguali e quindi tali sono anche p e p' (d. IL).

Teor. TLL. -— Due figure eguali ad una lerza sono
eguali tra loro.

Siano dapprima F e [’ due figure rettilinee eguali
ad una F". Cio significa che ai punti 4B C... di F cor-
rispondono ordinatamente i punti 4" B"C" ... di F",
e a questi i punti 4'B'C’.... di F'; di guisa che si pos-
sono far corrispondere cosi i punti di F ordinatamente
a quelli di F'. Ma siccome si ha ad esempio A B= A" D"
e A'B' = A" B", si conchiude che 4B = A'B'; vale
a dire la corrispondenza cosi stabilita tra F ed F' & una
corrispondenza di eguaglianza; e percid Fe ' sono eguali.

Se F, F' e F'" non sono rettilinee, per essere F
e F'', F' e F'" eguali, esse sono figure corrispondenti
in figure rettilinee F; ed Fy/, F}" ed I} eguali (def. e
o. II); per conseguenza sono eguali le figure rettilinee
F, ed F)' e per cio anche F ed F' (def).

Oss. TIL. — Una figura ¢ eguale a s¢ stessa; basta
far corrispondere ogni punto di essa a s¢ medesimo. E
di due figure |’una & eguale o non ¢ eguale all’ altra;
e I'un caso esclude I altro.

La definizione d'eguaglianza fra due figure soddisfa
dunque ai principt dell’eguaglianza di due segmenti.

15. Oss. emp. — Esaminando gli og- A

getti rettilineir e r* e le rette da essi de- T
terminate (fig. 14) noi vediamo che, scelto _ A B .
un segmento qualunque 4 B del primo r, .

ig. 14

vi & sull’altro un segmento A’ B’ eguale
ad 4 B.
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POST. IV. — In ogni retta esiste un segmento eguale
ad un segmento qualunque di un’ altra retta.

Teor. I. — Le retle sono eguali.

Siano r ed 7' (fig. 15) due rette qualunque, e 4 B un
segmento di 7. In 7' vi ¢ un segmento A' B’ eguale
ad 4 B. Si stabilisca la corrispondenza di eguaglianza
fra i due segmenti 4B ed 4' B’ in modo che ad un
punto C di 4B corrisponda un punto C' di 4’ B'.
Sia poi C, un punto di # fuori del segmento 4 B nel
verso da 4 a B. In 7' vi & un segmento eguale ad 4 C;
(post. IV). Se questo non ¢ diretto nello stesso verso
r_A ¢ B . di 4" B' vi & per6 in questo verso

oo B G un segmento A' C|' eguale ad esso

¢ A ——=""""(post. II), e quindi anche ad 4C,. Ana-

Fig 15 logamente se C) fosse fuori di 4B

nel verso opposto. Facendo corrispondere cost ad ogni

punto C di » un punto C’ di 7' si stabilisce fra le due

vette una corrispondenza di eguaglianza; e percio Je
due rette sono eguali.

Cor. — I raggi sono eguali.

Difatti dati i due raggi 7 ed 7/, limitati dai punti 4 ed
A', (fig 16), ad ogni segmento ABdir sipud far corri-
spondere il segmento 4’ B" eguale ad 4B, e quindi fa-

A B
L r
"
A|
—
Fig. 16

cendo corrispondere 4' ad 4 e B’ a B, si viene cosi a
stabilire upa corrispondenza univoca e del medesimo
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ordine tale, che i segmenti corrispondenti sono eguali;
dunque 7 ed 7' sono eguali (def. 14).

16. Def. — 1) Coppia di rette dicesi la figura ret-
tilinea determinata da due rette (fig. 17).

Se le due rette date hanno un punto in comune
questo punto dicesi wvertice della coppia.

2) Per coppia di raggi s'intende una coppia di raggi,
limitati ad un punto comune.

Dich. — La coppia determinata dalle rette o raggi
a e b si dinoterd col simbolo (ab) o ab;
e seiraggi della coppia sono determinati
dai segmenti (4 O) e (B O) a partire dal
loro estremo comune O, la coppia si indi-
cherd in tal caso con A OB.

La coppia (ba) o ba si chiama in-
versa della coppia (a b).

/
S

Fig. 17

0ss. emp. — Osservando la coppia (»s) di vertice O (fig. 17}
si vede che essa si pud far coincidere con la coppia inversa (rs).

POST. V. — La coppia di rette (rs) di vertice O,
considerate in un determinato verso, & inver-
tibile.

Cor. — La coppia di raggi (ab) di wvertice O, &
invertibile.

[nfatti se (ab) & la coppia di raggi, ed #, s sono le
rette di dato wverso, in cui @ e b si corrispondono
(fig. 17), nella corrispondenza di eguaglianza delle cop-
pie (rs) ed (s7) le due coppie diraggi (2 b) e (b a), come
figure corrispondenti in figure eguali, sono eguali.

17. Def. -~ Le coppie di raggi oppost (di verso
contrario sulla medesima retta), aventi lo stesso ver-
tice, si chiamano opposte al wvertice.
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Teor. I. — Le coppie di raggi opposte al verlice
sono eguali.

r%\o\

~ — b
/K-’
‘s \{)<
a
Fig. 18

Siano (ab), (a'b") le due coppie di raggi opposte
al vertice O (fig. 18). Considerando le rette 7 ed s nel
verso determinato su di esse dai raggi @ e b, nelle cop-
pie eguali di rette (r5), (s7) ai raggi aa’, bb' dell una
corrispondono 1 raggi &' b, a’ a dell'altra; dunque le cop-
pie di raggi corrispondenti (ab) (0" a’) sono eguali
(t. I,14), cloé: (ab)=(b"a') e quindi (c. post. V):
(ab) = (a' b") '

§ 3
Rette parallele

18. Def, I. — Una figura 4’ B" C'... dicesi opposta
ad un’ altra figura A B C rispetio ad un punto O, se i
segmenti OA4', O B', OC'... della prima sono ordina-
tamente eguali ed opposti ai segmenti O 4, OB, OC..
della seconda.

Oss. — Secondo questa definizione la figura opposta
ad un’ altra rispetto ad un punto ¢ unica.

Def. TI. — Trasversale di due rette AB, A'B'
dicesi il segmento (44"), i cui estremi 4, 4’ sono sulle
rette stesse. Anche la retta 44’ si chiama trasversale.
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Def. ITL. -— Due rette diconsi parallele, se una di
esse contiene due punti opposti a due punti dell altra
rispetto ad un punto.

0ss. emp. — Dalla figura 19 risulta che le rette 4AC, 4’ C’
sono opposte rispetto al punto O, e quindi parallele; si” vede
inoltre che si pud far scorrere la figura delle due rette r 1 su se
stessa, in modo che il punto O si trasporti in O, e le sue tras-
versali CC’, BB' in MM’, PP

Per costruire graficamente due tali rette basta porre (fig. 20)
Uorlo di una riga lungo 4 A4’ e far scorrere una squadra sulla riga
in modo che con lo spigolo X Y venga a passare per 4 e per 4,
e tracciando poi le rette 4 B e A’ B".

A_B %%/////// /
) e

E

B AWM PN
Fig. 19 Fig. 20

POST. VI. — Due rette parallele sono opposte ri-
spetto al punto di mezzo di ogni loro segmento
trasversale.

Teor. I. — Per un punio dato fuori di una retla
si pud condurre una, ed una sola, reita parallela alla retia
data.

Sia 7 la retta data (fig. 19) 4' il punto dato fuori
di essa. Preso sul segmento (4 4') il punto di mezzo O
osserviamo che la retta 7' parallela alla », & opposta
rispetto ad O ad r, e passa per A’, e che ogni parallela
passante per 4" alla r come figura opposta alla 7 rispetto

!

ad O (post. VI), deve coincidere con r'; dunque la
parallela ' alla 7 ¢ unica.
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Teor. TX. — Due rette parallele e distinte non
hanne alcun punto comune.

Sia 4, se possibile, il punto comune alle due pa-
rallele 7 ed 7', e sia B un punto di ' (fig. 21). Poiche 4
appartiene alla » e B’ alla #', il segmento A B' sara
trasversale delle due parallele 77’ e queste rette saranno
opposte rispetto al punto O di mezzo del segmento 4 B'.

Ora al punto 4, considerato come appartenente
alla »', dovrebbe corrispondere sulla r il punto B,
non essendovi altro che il punto B’, tale che siano 40,
O B' eguali e di verso opposto. Questo punto B’ dun-
e cosi le rette 7,7’
avrebbero due punti in comune, contro il supposto che
sieno distinte *).

Teor. 1IT. — Due figure opposte rispetto ad un punto
sono eguali.

Infatti se 4' B' sono i punti corrispondenti di 4 B
delle figure opposte, le coppie AOB A"OB' sono
eguali e quindi: 4 B= A' B'. Se una figura ¢ rettilinea,
la figura opposta & pure rettilinea, perche ad una retta
AB dell'una & opposta la retta parallela A'B' dell’altra
(post. VI). Si pud dunque stabilire fra esse una corrispon-
denza di eguaglianza; epperd esse sono eguali.

que apparterrebbe alla retta 7;

#) Si potrebbe dimostrare questo teorema facendo uso del
post. del n, 11 ;ma la dimostrazione di questo postulato data nella
edizione completa e nell’ Appendice si basa sul teorema stesso.
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Se le figure opposte non sono rettilinee, le figure
rettilinee da esse determinate sono opposte rispetto al
punto O, perch¢ ad ogni segmento che congiunge due
punti della prima figura & opposto un segmento eguale,
congiungente i punti corrispondenti della seconda figura.
Dunque le figure opposte essendo corrispondenti in fi-
gure rettilinee eguali sono eguali {d 14).

Cor. — La figura formata da un numero qualunque
di raggi passanti per un punio O, e quella formata dai
raggi opposti sono egual.

Perché sono figure opposte rispetto al punto O.

Teor. IV. — Segmenti paralleli, compresi fra rette
parallele sono eguali.

Siano (fig. 22) A A', BB’ due segmenti paralleli
compresi fra le rette parallele 4B, 4" B', e sia O il
punto medio di 4’ B. Le rette r,7'; A A", BB' sono
opposte rispetto al punto O, essendo 4' B
trasversale comune di queste rette; ma al
punto d"incontro di 4 4" ed » deve cor-
rispondere il punto d'incontro di B B’

. . . Fig. 22
con 7', cio¢ B', percid i segmenti 4 4', B B' sono op-

posti rispetto al punto O, e quindi eguali.



LIBRO SECONDO

§ 1.
Prime proprieta del piano

19. Oss. emp. {. — La parte superiore del foglio ben teso
del disegno, la superficie di uno specchio d’acqua stagnante.....
<i danno 1'imagine di quella superficie, che ¢ nota col nome di
plano o superficie piana.

Fig. 23

Se consideriamo sul foglio del disegno{fig. 23) un punto P una
retta r, la parallela r* condotta da P alla r e una retta qualsiasi s
diversa da r’, anche se la s non incontra la r entro il foglio del
disegno, siamo indotti a pensare che qualora le rette r ed s fossero
sufficientemente prolungate, si incontrerebbero; vale a dire che
congiungendo i punti della r sufficientemente prolungata si otten-
gono tutte le rette del piano passanti per P, tranne la parallela r'.
Dunque diremo:

Def. I. — La figura data da tutte le rette che
congiungono i punti di una retta  con un punto P

fuori di essa, e dalla parallela a questa retta, dicesi fa-
scio di rette, o fascio di raggi, secondo che si considera
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come elemento di essa la retta, o il raggio. E il sistema
di punti determinato da un fascio di rette dicesi piano.

La retta data » dicesi la diretirice, il punto P il
ceniro, e le rette P4, PB, P C...., che uniscono il centro
coi vari punti della direttrice, diconsi le gemeratrici del
tascio.

Per wversi del fascio s'intendono gli ordini delle se-
rie delle sue rette o dei suoi raggi, determinati dai
versi della direttrice.

Il fascio di centro P e direttrice » si dinota col
simbolo (Pr), ed il piano con Pr.

Oss. I. — Anche qui osserviamo, come per la
retta, che la inlagine intuitiva del piano ¢ indipendente
dalle rette e dai punti che in esso possiamo segnare ;
che pero per dedurre le sue proprietd lo consideriamo
geometricamente come un sistema di punti.

Def. TI. — Proiettare un punto (o una retta) da
un punto P fuori di essa, significa costruire il raggio
(o il piano) determinato dal punto P e dal punto dato
(o dalla retta dara).

Ose. emp. II, — Entro il campo dell’ osservazione ¢ verifi-
cata unStZ\. pl'oposizione:

Post. *) — Una retta avente due punti in comune
col piano appartiene al piano.

Teor. X. — La parallela ad una reita “del piano,
condotta per un punto di esso piano, appartiene al piano.
Sia s una retta del piano ed 4’ un punto qualun-
que di esso; s’ la parallela condotta da 4’ ad s (fig. 24).

#) Questa proposizione pud essere dimostrata. V. edizione
completa e Appendice.
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Unendo 4' con un punto 4 di s, se O ¢ il punto me-
dio di 44', B' il punto opposto, rispetto ad O, di un
altro punto B di s, il punto B’ giace sulla
s'. — Orala 44’ giace nel piano, avendo
con esso idue punti 4, 4" in comune; quindi

O giace nel piano e vi giacera anche la

Fig. 24 retta OB e percid B'. Per conseguenza la
retta A'5L avendo i due punti A4', B’ in comune col
piano appartiene ad esso piano.

Teor. II. — Un piano ¢ individuato da una sua retta
e da un punto qualsiasi di esso fuori della retta.

Siano (Pr) il fascio generatore del piano, P’ e r’
un altro punto ed un altra retta di esso; si vuol pro-
" coincide col piano Pr.

Ogni retta che congiunge il punto P' con un punto
qualunque X di r (fig. 25) & situata nel piano "Pr, per
avere con esso i due punti P' ed X in comune. Cosi
pure nel piano Pr ¢& situata la parallela condotta da P’
ad 7 (t. I). Dunque ogni punto del piano P'r appartiene
al piano Pr, e per la stessa ragione ogni punto del
piano Pr appartiene a P'r; vale a dire i piani Pr e P'r
coincidono.

vare che il piano P'r

Fig. 25 Fig, 26

Dimostriamo ora che coincidono i piani Pr e Pr'.
Siccome (fig. 26) la retta 7' giace nel piano Pr, la con-
giungente un punto qualunque di 7' con P, o & paral-
lela ad 7, e allora giace nel piano Pr; oppure incontra

3
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7 in un punto, perche¢ il piano Pr & appunto determi-
nato dal fascio (Pr). La parallela condotta da P ad '
& pure situata nel piano Pr (t. I); dunque ogni punto
del piano P7' appartiene al piano Pr. Scelti ora due
punti 4' e B' di 7' tali, che P4’ PB’ incontrino 7 in
due punti 4 e B, si conchiuderd che la r appartiene al
piano P7' avendo con questo i punti 4 e B in comune.
Pertanto ogni punto del piano Pr appartiene al piano Pr';
e per cid i due piani Pr e Pr' coincidono.

Dai due casi precedenti si ha che il piano Pr coin-
cide col piano P'r, questo col piano P's'; dunque Pr
coincide col piano P'7'.

Cor. L. — I/ piano ¢ individuato da tre punti qua-
lunque, non situati in linea rella,

Infatti due dei tre punti determinano una retta 7,
ed il terzo punto genera con essa il piano.

Cor. TI. — Due reite parallele, o che s'incontrano,
individuano un piano.

Basta prendere un punto sopra una delle due rette,
ed alui due nell” altra rerta.

Cor. III. — Due rette del piano o sono parallele, o
st incontrano in un punio.

Infatd, scelto un punto P sopra una delle due rette,
il piano pud esser generato dal punto P e dall’ altra
retta, e quindi questa o ¢ parallela alla prima, o la in-
contra in un punto (d. I). _

0Oss. emp. III. — Nel solo campo dell' osservazione, due
rette del piano possono non incontrarsi, senza essere parallele;
ma supposto che il campo dell’ osservazione sia maggiormente
esteso, conservando le proprietd stabilite nei postulati, allora le
due rette si incontreranno,

Oss. II. — 1l fascio ¢ costituito da tutte le rette
del piano passanti pel centro P del fascio, perche le
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rette passanti per P nel piano incontrano la direttrice ;
una sola non la incontra, cio¢ la parallela {d. I).

Oss. T1I. — 1l cor. III sotto altra forma ci dice:
due rette del piano che non si incontrano sono parallele,
oppure, considerando le rette come segmenti: due retle del
piano che prolungate indefinitamente non si incontrano mat,
sono parallele.

Cov. IV. — Una retta v che incontra un’altra retia
7' incontra ogni retta v del piano, parallela ad r'.

Sia P il punto d incontro di r ed #'. Se r non in-
contrasse "' sarebbe a questa parallela, e per il punto P
passerebbero le due rette » ed s’ parallele a 7" il che
¢ assurdo (t. I, 18).

§ 2.
Angolo

20. Def. I. — Angolo dicesi una parte del fascio, li-
mitata da due raggi, come il segmento ¢ una parte della
retta limitata da due punti (fig. 27). I raggi che limitano
I angolo si chiamano lati; il punto comune, wvertice del-
1’ angolo.

Def. II. — Due raggi a, b non opposti di un fascio
determinano in esso due angoli, che presi insieme costi-
tuiscono 'intero fascio. Quello fra i due angoli che non
contiene i raggi opposti a’, b’ di ae b si chiama con-
vesso; 'altro invece chiamasi concavo. Per angolo dei due
raggi ab intendesi ordinariamente 1'angolo convesso, e
si indica coi simboli (¢ b) o ab.

Pef. III. — Un angolo del fascio, i cui raggi sono
opposti, si chiama angolo piatto.
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Def. IV. — Due angoli del fascio, i cui lati sone
raggi opposti, si chiamano .opposti al wvertice.
Def. V. — La parte di piano determinata da un

angolo de! fascio dicesi anche angolo piano.

0ss. emp, I. — L’ispezione della fig. 27 ci induce ad as-
sumere il: )

Fig. 27

Post. ¥) — Ogni relta congiungente il vertice di urn
angolo con un punto interno ad un segmento, avente gli
estremi sui lati dell’ angolo, inconlra in un punto interno
ogni altro segmento analogo.

Teor. I. — II fascio é un sistema lineare chiuso, 3
cui versi sono dati da quelli di una retta qualunque del
suo piano, che non passa pel centro del fascio.

Se r ¢ la direttrice primitiva del fascio che deter-
mina i suoi versi, il fascio puo esser generato pure da P
con un’altra retta ' qualunque del piano (fig. 28). In-
fatti ai punti di un segmento 4 B di r, che si seguono
nel verso da 4 a B, corrispondono raggi del fascio che
si seguono nello stesso verso; e se indichiamo con C
e C' i punti di intersezione di un raggio dell’ angolo
APB coi segmenti 4B, 4" B', e se il punto C per-

*) Questa prop, pud essere dimostrata. V. ed. completa e
Appendice.
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corre il segmento 4 B da 4 verso B, il punto C' per-
corre il segmento A' B' da A' verso B'; epperd i versi
del fascio (Pr) sono quelli di {Pr').

Se la retta 4' B’ non incontra uno dei lat dell'an-
golo A4 P B, per esempio il lato P B, basta considerare
un raggio P C del fascio che la incontra in un punto C',
applicando il ragionamento precedente ai segmenti 4 C

e A' C'.

Fig. 28

Fig, 29

Per determinare quale dei due raggi o ¢’ della retta s
parallela ad » segue (in un dato verso del fascio, ad es.
nel verso da P4 a P B) i raggi che incontrano 7, ba-
sta congiungere B con un punto A’ del raggio opposto
di PA; il raggio o che incontra B A" ¢& il richiesto.

Dopo questo raggio, nel verso dato, seguono i
raggi opposti a quelli che incontrano la direttrice 7, a
questi segue il raggio o' opposto di ¢ il fascio di raggi
¢ dunque un sistema chiuso.

Lemma. — Se due coppie di raggi con vertice sono
egualiy gli angoli determinati dai loro lati sono eguali. E
reciprocamente.

Siano (abd), (a'b") (fig. 29) le due coppie di raggi
eguali di vertici C e C; gli angoli b, a'b' sono
eguali, essendo in esse figure corrispondenti.
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Reciprocamente, se gli angoli 4 C B, 4' C' B’ sono
eguali, essi sono figure corrispondenti in figure retti-
linee eguali (d. 14), nelle quali si corrispondono i punti
C e C', eairaggi a eb corrispondono i raggi a' e b';
dunque la coppia ab & eguale alla coppia a'b’

Teor. II. — Angoli opposti al vertice somo eguali.

Se gli angoli non sono piatti, il teorema deriva dal-
I'esser le coppie di raggi opposte rispetto al vertice, da
essi determinate, eguali fra loro (t. I, 17) (fig. 18). Se
gli angoli sono piatti, essi sono figure opposte rispetto
al vertice, e quindi sono eguali (t. III, 17).

Teor. ITL. — Due fasci qualunque di centri P e P’
del piano sono eguali.

Sia M il punto medio del segmento P P’'. Ad ogni
retta @ del fascio P & opposta una retta a’ passante
per P’ che appartiene al piano, e quindi al fascio di cen-
tro P' (fig. 30). I due fasci sono dunque figure opposte
rispetto al punto M ; eppero sono eguali (t. III, 17).

Fig. 30 Fig. 31

Cov. — Il piano ¢ eguale intorno ad ogni suo punio.

Infatti, data una figura i cui punti appartengano ai

raggi di un fascio P del piano, nel fascio P', per la

corrispondenza di eguaglianza, vi corrisponderd una fi-
gura eguale alla prima.
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0ss. emp, II. — Dato un angolo xy nel fascio di raggi, ¢
un raggio a, vediamo che vi sono due angoli b a, a ¢ dello stesso
verso ed eguali ad xy (fig. 31). Nella figura stessa vediamo pure
che ogni angolo x y non & eguale ad una sua parte. Diremo dunque:

Post. *) — 1. Vi sono nel fascio due angoli eguali
ad ogni angolo dato, dello stesso verso, e aventi I'uno il
primo raggio estremo, altro il secondo in un raggio qua-
lunque del fascio.
II Ogni angolo mon & eguale ad una sua parte.

Teor. IV. — Ogni angolo ¢ invertibile.
Siccome la coppia di raggi (ab) & eguale alla cop-
pia (ba), cost gli angoli ab e ba sono eguali
(lem.). Se ab & piatto, esiste un angolo eguale
ad ab (fig. 32) a partire da b in uno e nel-
Fig. 32”7 I'altro verso del fascio, il cui secondo lato
coincide con a, perché¢ in figure eguali a raggi opposti
dell'una corrispondono raggi opposti dell altra.

o

o p b

Teor. V. — Gli angoli piatti sono direttamente e
inversamente eguali.

Siano a a', bb' due angoli piatti; se appartengono
al medesimo fascio, dal post. quando 1 angolo dato &
piatto risulta che i due angoli sono eguali direttamente
cio¢ nel medesimo verso. Se appartengono a fasci di-
versi di centri P e P’, i due fasci sono eguali, e quindi
all'angolo piatto bl corrisponde un angolo piatto cc’
eguale del primo fascio, che ¢ a sua volta eguale ad
ad'. Dunque anche in tal caso aa' = bb'

Dal teor. IV risulta che aa’ = a'a e quindi es-
sendo aa' = bb' si ha pure: a'a = bb'.

*) Per la dimostrazione vedi Edizione completa.
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21. Oss. I. — Merce il post. ed il teor. IV il fascio
di raggi & un sistema lineare omogeneo, nel quale l'ele-
mento ¢ il raggio, anziche il punto (d. II 7).

Essendo il fascio un sistema lineare omogeneo, val-
gono per esso tutte le proposizioni dedotte dal post. II
per la retta, ad es. quelle relative alla somma ed alla
differenza dei segmenti; basta sostituire al punto il rag-

. , -
gio, e al segmento I’ angolo. *)

Teor. — Un anvolo qualunque pud esser diviso in
due parti eguali.

Sia ab l'angolo dato, O il suo vertice (fig. 33 a).
Siano 4 B due punti tali che 04 = 0B.
Nella corrispondenza di eguaglianza fra
ab e ba al punto 4 corrisponde B, ed
il punto medio M di 4B corrisponde a
s¢ medesimo ; dunque O M corrisponde

a s& stesso, e divide percio 1" angolo "
AOB in due parti eguali. Il raggio op- . [
posto di O M divide pure per meta l'altro d—“—"oﬁ——»%’—

angolo del fascio di centro O, determi-
nato dai raggi ab. -—— Per ogni altro raggio

xdiabsihatax § AOM e quindi (ax) 2 § (A(/)ITI) 2,

donde (ax) 2 ; (ab).

Se poi ab & piatto (fig. 33 b), basta considerare due
raggi o', 0" in esso tali che aa’ = 0bb'. In tal caso a e b
sono raggi corrispondenti nella corrispondenza di egua-

Fig. 33 a,b

#) Sara utile che linsegnante dia per esercizio ai giovani di
enunciare queste proposizioni per gli angoli e di ripetere le rela-
tive dimostrazioni swostituendo il raggio al punto, 'angolo al seg-
mento.
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glianza determinata nel fascio di centro O dagli angoli
ab’ eb'a'; e quindi il raggio che divide per meta a'l,
ossia-il raggio OM, corrisponde a sé stesso, e divide per
metd anche I'angolo piatto ab.

0ss. 1. — Cost pel fascio vale la proposizione cor-
rispondente anche al post. del n. 11 della retta quando
si sostituisca il raggio al punto, I'angolo al segmento.

Def. T. — La retta che divide per metd un angolo
chiamasi bisseitrice dell’ angolo.

Angolo retto dicesi la metd di un angolo piatto.

Cor. — Gli angoli retti sono eguali.

Infatti gli angoli piatti sono eguali, e quindi tali
sono anche le loro metd, perché nella corrispondenza di
eguaglianza di essi le bissettrici sono rette corrispondenti.

Def. TI. — Ogni angolo minore di un retto di-
cesi acuto ; ogni angolo maggiore di un angolo retto, e
minore di un angolo piatto, oftuso.

a b Def. T11. — Angoli supplementari di-
, consi quelli la cui somma ¢ eguale alla
/ somma di due retti; angoli complementari
quelli, la cui somma ¢ eguale ad un angolo

retto.* Angoli adiacenti sono due angoli
ab, b, convessi e col lati aa' opposti
o o (fis. 34). ‘

Def. IV. — Due rette che si incon-
trano formano quattro angoli due a due
opposti a, a'; f 4" (fig. 34). Se « e (# sono diseguali, per
angolo delle due reite intendesi ordinariamente il minore
di esst.

Def. V. — Due rette che formano un angolo retto
si chiamano reite perpendicolari.

Fig. 34
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§ 2.

Parti del piano determinate da una retta e da
un triangolo

22. 0ss. I. — Due raggi opposti di un fascio di
centro P situati in una retta s (fig. 35) determinano due
angoli piatti del fascio. Uno di essi pud essere generato
congiungendo i punti 4, B, C.... di una retta r parallela
ad s, mentre l'altro ¢ determinato dai raggi opposti ai
raggi P4, PB, PB... (t. ], 20). Le due parti del fascio
rispetto alla retta s, come si sa, sono opposte.

\ S o S
A B c Y% //

P s P P!
Fig. 35 : Fig. 36
Def. 1. — Parti di piano rispetto ad una retla si in-
tendono le parti determinate da due angoli piatti opposti
coi lati sulla retta.
0ss. II. — Siano P e P' i centri di due fasci
sopra una retta s nel piano. Scelta una parallela r alla s,
le due parti di piano, determinate dai due angoli piatti
individuati da P e P’ con la retta » (oss. I), coinci-
dono. Infatti siano P4, P'A due raggi dei due angoli
suddetti ; ogni punto B di P'A4 congiunto con P di un
raggio dell’ angolo piatto di vertice P, anche se B &
esterno a P A, perché 1" angolo BPP' ¢ sempre com-
preso nel detto angolo piatto.
Ora se X & un punto della parte di piano deter-
minata dall’ angolo piatto di vertice P', il raggio P'X,
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se non ¢ sulla retta s, incontra la retta » in un punto

che congiunto con P da un raggio dell’angolo piatto di

vertice P, e quindi X appartiene alla parte di piano

determinata da questo angolo. Dunque ogni punto della

parte di piano determinata dall’angolo piatto di vertice P
appartiene a quella determinata dall’ angolo piatto di

vertice P, e reciprocamente. Pertanto le due parti

coincidono. .

0Oss. ITL. — Date due rette parallele » ed s di un
piano (fig. 35), risulta subito dall’ osservazione prece-
dente che i punti di » sono tutti in una delle due
parti secondo le quali il piano ¢ diviso dalla s ; basta assu-
mere r come direttrice ed un punto P di s come
centro.

Teor. I. — Le parii del piano, rispetto ad una o a
due reite, sono direttamente ed fnversamente eguali.

a) Infatti sono eguali direttamente e inversamente
le due parti di un fascio qualunque che abbia il centro
sopra una retta qualsiasi del piano (t. V, 20),e la cor-
rispondenza di eguaglianza delle parti del fascio da quella
delle due parti di piano rispetto alla stessa retta.

b) Le parti di piano rispetto a due rette sono di-
rettamente e inversamente eguali, perché lo sono quelle
dei due fasci avent i loro centri rispettivamente sulle
due rette.

Teor. T0. — I segmento che unisce due punti situati
da parti opposte del piano, rispelto ad una retta, la incon-
fra in un punto interno ad esso; e viceversd.

Infatti la retta dei due punt X e Y dati non ¢ pa-
rallela alla retta data s, percht ogni parallela alla s deve
giacere tutta dalla stessa banda di s (oss. III), e siccome
X e Y giacciono da bande opposte di s, cosi la 7 in-
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contra s in un punto § (fig. 37). Ma questo punto divide
la 7 in due raggi situati da parti opposte rispetto alla
retta s; dunque il punto S ¢ interno al segmento X7Y.

La proposizione inversa risulta dall’ essere S X ed
SY due raggi opposti e quindi situati da parti opposte
rispetto alla retta s.

0Oss. TV, — Due segmenti che uniscono due ver-
tici 4, C di un triangolo 4 B C con due punti interni
F, D dei lati opposti BC, 4B si incontrano in un punto
interno ad essi (fig. 38), perché 1"angolo 4 CB pud es-
sere generato da C tanto col segmento AB, come col
segmento 4 F (post. n. 20).

Fig. 37 Fig. 38

Def. Il. — La figura costituita dai soli lati (4 B),
(4 C), (CB) del wiangolo 4B C si dice perimetro o con-
torno del triangolo.

La parte di piano determinata dagli angoli di un
triangolo limitata ai lati opposti, escluso il perimetro, si
chiama parte interna del triangolo ; la parte rimanente
del piano, escluso il perimetro, si chiama parte esterna.

2) Se una figura ha dei punt interni (od esterni)
al triangolo, senza avere dei punti esterni (interni) la
figura si chiama interna (od esterna) al triangolo.

0ss. V. — In ogni triangolo vi sono tre rette, e
tre vertici ; e siccome due rette di un piano che ’in-
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contrano determinano in esso quattro angoli consecu-
tivi, a due a duc opposti, cost i tre lati del triangolo
determinano a due a due dodici angoli piani.

Def. TIL. — I tre angoli ABC, BCA, CAB del
triangolo ABC si chiamano angoli interni del triangolo;
e lasciando da parte gli angoli opposti ai primi tre, 1
rimanenti sei angoli determinati nel piano dai tre lati
si chiamano esterni al triangolo.

$ 4
Trasversali di rette parallele

23. Def. X. — 1) Angoli interni dalla stessa parte della
trasversale 4B con le rette date 4O, BO diconsi quelli
interni del triangolo 4 O B, e di vertici 4 e B (d. 11, 22),
ed i loro adiacenti formati da 4B coi prolungamenti dei
lati del triangolo. Se le rette date 7 ed s sono parallele,
angoli interni dulla stessa parte della trasversale AB di-
consi gli angoli O 4B, ABO,, essendo O O, punti di »
e di s dalla stessa parte di 4B (fig. 39).

/

—1¢
! l./
A BXA\% =5 ¢
—7/
7e
Fig. 39

2) Angoli esterni dalla stessa parte diconsi gli altri,
ciot: ad'; gy.
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3) Angoli alterni interni diconsi quelli che sono in-
terni e situati da bande opposte della trasversale 4B ;
ciot 8f'; a'y e angoli alierni esterni sono gli aluri, cioé
ay'; fo'.

4) Angoli corrispondenti sono gli angoli dalla stessa
parte della trasversale, I'uno interno e l'altro esterno, cioé
wa's f°5 yy's 00"

Teor. I. — Se due rette sono parallele, degli angoli
che una trasversale qualsivoglia forma con esse, gli alterni
inlerni sono cgualiy i corrispondenti sono eguali; gli internt
dalla stessa parte sono supplemeniari.

L reciprocamente: Se due reite sono tagliate da una
trasversale, e gli angoli alterni interni sono eguali, oppure
gli angoli corrispondenti sono eguali, oppure gli interni dalla
stessa parle sono supplementariy le due rette sono parallele.

a) Siano r ed s le due parallele, e A5 la trasver-
sale (fig. 40). Poiché due parallele sono rette opposte
rispetto al punto di mezzo O di ogni segmento trasver-
sale 4B, gli angoli alterni y e a'; § e ' sono eguali
come figure opposte rispetto al punto O. — Per essere
poi a = y come opposti al vertice, si trae da y = d,
a = y che a = o'. Similmente provasi che .= ¢,
y=y', 0 =04', ossia che gli angoli corrispondenti sono

eguali.

Fig. 40 Fig., 41

E infine per essere y e 3 adiacenti, e 3 = j3', si
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conchiude tosto che ' e y sono supplementari; lo
stesso dicasi di d, a'; ecc.

b) Reciprocamente, se le dué rette » ed s sono in-
contrate dalla trasversale 4B in modo che gli angoli
alterni interni siano eguali, le due rette sono parallele.
Perocche essendo o = ' ed essendo O il punto di
mezzo della trasversale 4B vi ¢ una sola retta passante
per B che forma nel verso da 4B a s 'angolo #';e la
parallela ha appunto questa proprietd. Analogamente per
gli altri casi.

Bef. TL. -— I raggi di due rette parallele situati
dalla medesima parte rispetto ad una loro trasversale di-
consi avere la stessa direzione, o essere del medesimo
verso; in caso contrario si dice che sono di verso op-
posto.

Teor. IX. — Due angoli coi lati paralleli, ¢ dello
stesso verso, sono eguali.

Siano ab, @'’ i due angoli coi lati paralleli, dello
stesso verso, e di vertici C e C'; dico che essi sono
eguali {fig. 41).

Sia O il punto medio di CC’. La figura opposta
dell’ angolo ab rispetto al punto O & un angolo 4|1,
eguale ad ab (t. III, 18) coi lati paralleli ed opposti.
L’'angolo a'b’ ha i lati paralleli e dello stesso verso di
quelli di ab, esso ¢ dunque l'opposto al vertice dell’an-
golo &' |b'y, e percid a'b' = a'[ V', e quindi ab=a'd’".

0ss. —— Questo teorema, con la dimostrazione stessa,
ha luogo anche se i due angoli non sono situati nello
Stesso piano.

Teor. IL. — La perpendicolare ad una retta ¢ per-
pendicolare a tutte le parallele alla retta data.
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Siano 7 ed # due rette. parallele, s la perpendico-
lare ad 7 dico che s & pure perpendicolare ad 7.

Detti 4 ¢ A" i punti d’'incontro di s con 7 ed 7’
(fig. 42), gli angoli @ ¢’ che s fa con r ed #"', essendo ri-
spettivamente eguali (t. I), sard «’ angolo retto come a,
e quindi Ja s sard perpendicolare alla 7'

Cor. L. — Per un punto si pud condurre una sola
perpendicolare ad una retta data nel piano.

Invero se pel punto 4’ si conduce la parallela r' alla
retta data 7, vi & una sola perpendicolare s condotta per
A" alla retta 7' (t. 21) che & pure perpendicolare ad 7.
Ogni altra perpendicolare alla retta r passante per 4’
lo sarebbe pure alla 7, il che non pud essere.

AN

s

Fig. 42

Cor. IL. — Le perpendicolari ad una reita sono pa-
rallele.

Se nella figura precedente 7' non fosse parallela
ad r, la parallela ad r passante per A’ sarebbe pure per-
pendicolare alla retta 44", cid che ¢ assurdo.

Cor. IIX. — Due rette parallele ad una medesima
retta sono parallele fra loro. '

Se r & parallela a ', e se 7" & pure parallela a 7',
la perpendicolare s alla #' passante per A4' sard perpen-
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dicolare alla 7 ed alla #'. E pel corollario precedente
la r ed 7', perpendicolari ad una medesima retta, saranno
parallele (fig. 43).

Cor. XV. — Per un punto del piano passano quante
st vogliano coppie di rette perpendicolari.

Infatti ad ogni retta passante per un punto si pud
condurre una sola perpendicolare, la quale non pud es-
sere perpendicolare ad altre rette passanti per lo stesso
punto.

Def. TIX. — Il sistema di rette del piano, che sono
parallele ad una data retta, si chiama fascio di parallele.
Una parte di questo fascio, determinata da due rette del
fascio si chiama striscia.

24, Def. I. — La retta che unisce un vertice di un
triangolo col punto di mezzo del lato opposto si chiama
mediana.

A _A i B
r \ -
4
PP
R X
Fig. 43 Fig. 44
Teor. — La mediana di un triangolo isoscele, che

passa pel wvertice opposto alla base, ¢ perpendicolare alla
base, ed ¢ la bissettrice dell’angolo al vertice.

Infatti (fig. 44) se nel triangolo isoscele 4 BP ¢ AB.
la base, ed M il punto medio di 4B, per I’eguaglianza
dei due angoli 4PB, BPA si ha che ai punti 4, M,P
corrispondono rispettivamente i punti B, M,P e quindi
AMP = BMP e APM = BPM. Resta dunque di-
mostrato che ecc.



Def. 11. — La perpendicolare ad un lato di un
triangolo passante pel vertice, e limitata dal vertice stesso
e dal lato opposto, dicesi altezza.

Cor. — L’altezza del triangolo isoscele, che passa pel
vertice opposto alla base ¢ mediana.

Se la detta altezza non fosse mediana, la mediana
e l'altezza sarebbero due perpendicolari alla retta 4B
passanti per P, il che ¢ assurdo (c. I, 23).

§s.
Distanze

25. Dich. — La locuzione: i punti 4 ¢ B, e i punti
A' e B' hanno la stessa distanza o distanze eguali, si-
gnifica : 1 segmenti 4B, A'B’ sono eguali. ¥)

Def. I. — 1) Per segmento normale condotto da un
punto P ad una retta » intendesi quello determinato dalla
perpendicolare passante per P alla retta 7, considerato
da P al suo punto d'incontro, detto piede, con la stessa
retta.

2) Per segmento obliguo (fig. 44) condotto per P
alla 7 intendesi il segmento determinato da ogni altro
punto B di » con P. Il segmento BM compreso fra
il piede M del segmento normale PM ed il punto B
sulla retta » del segmento obliquo PB, si chiama
proiezione ortogonale, o semplicemente proiezione del seg-
mento P B sulla retia r.

#*) Qui Ja distanza & introdotta per via di locuzione; nella
parte IT (libro VI ne daremo la definizione. Qui I’usiamo adua-
que per comoditd di linguaggio.
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Teor. I. — II segmento normale condotto da un
punto ad una retta ¢ minore di ogni segmento obliquo.

Siano P ed r il punto e la retta data, PM il seg-
mento normale, P4 un segmento obliquo (fig. 45): dico
che ¢ PM < PA.

Anzitutto non pud essere P4 = PM perocche in
tal caso nel triangolo isoscele P4 M e nel punto di
mezzo di AM cadrebbe il piede di un’altra perpendi-
colare alla r passante per P, mentre che la perpendico-
lare da P alla » & unica (c. I, t. III, 23).

A M . A A
S T
B
¢ LA )
R . P A o
—p B D TI!BC

B cD
Fig. 45 Fig, 46 ab¢

Dimostreremo adunque che non pué nemmeno es-
sere PA < P M. A tal uopo, condotta per P la retta #'
parallela alla 7, osserviamo che per essere I'angolo A PQ
ottuso, l'angolo AP Q contiene il raggio P M. Ora se
AB & un raggio-interno all’angolo M AP ed ¢ r" la.
parallela alla retta 4 C passante per P, questa parallela r"’
& contenuta nell’ angolo Q P4, essendo eguali gli an-
goli MAP, QPA"; CAP, SPA' (x. 1, 23); e quindi,
come AC ¢ interna all’angolo M AP cosi 7' & interna al-
I'angolo QP A'. Condotta poi per P la perpendicolare PC
alla 4B, essendo P C anche perpendicolare alla parallela
7'" il segmento P C sard contenuto nell’angolo ottuso
MP3, sicche il punto C giace fuori del segmento 4B,
Se pertanto fosse P4 < PM in PM vi sarebbe un
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punto B tale che P4 = PB e dal punto P del trian-
golo isoscele P4 B si potrebbe condurre una seconda
perpendicolare alla 4B, diversa da PC, il che non é&.
Sard dunque P4 > PM.

Teor. IL. — Ogni lato di un triangolo ¢ minore
della somma degli altri due, ¢ maggiore della loro diffe-
renza.

a) Nel triangolo 4B C dico che ¢ ad esempio
BC < CA + AB. Infatti si conduca da 4 la 4D per-
pendicolare alla BC. Se il punto D ¢ compreso fra B
e C (fig. 46a) si ha (v I) BD < B4, DC < C4
quindi, sommando, BC < CA4 + AB.

Se D coincide con C (o con B), per esempio con
C (fig. 460), siha BC < AB e, a maggior ragione,
BC < A C —+ 4B. Se D cade nel prolungamento di
BC (fig. 46 ¢),si ha BD < B4, e BC < BD quindi
BC < BA, e percid anche: BC < 4B + CA.

b) Quanto alla seconda parte del teorema, si con-
sideri il lato 4C. Se fosse 4C < AB — B C sarebbe pure
AC + BC < AB, il che non ¢, come si & visto; dun-

3

que &:
AC > 4B — BC
Cor. — La somma delle distanze di un punto in-
terno al triangolo dai due estremi di un suo lato & minore
della somma degli altri due lati. ,
Sia O (fig. 47) il punto datc. Si prolunghi la retta

3

OB fino ad incontrare la retta A C in D, che ¢ interno

ad AC. Si ha:
OC< OD+DC
e quindi, aggiungendo OB

OC+ OB < BD + DC
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Ma si ha pure: BD < AD + BA

e quindi aggiungendo D C:
BD + DC < AC + 4B
dunque a maggior ragione

BO +~ OC < AB + AC

A B
/ \ P!

/ S 2 Mo
/ 0. \i Bwy A
//”')/ i \\\\ ’

A D c P
Fig. 47 Fig. 48

Teor. YII. — I segmenti obliqui di un piano ad
una retta, che hanno eguali proiezioni sono eguali; e in-
versamente. E di due segmenti obliqui ¢ maggiore quello
che ha maggiore proiezione; e inversamente.

Se 4 e A’ sono due punti equidistanti dal piede M
della perpendicolare condotta da P alla retta 7, dico che
P4 =P4.

Infatti i due angoli retti 4 MP, A'MP sono eguali,
ed essendo A4, 4' punti corrispondenti di essi, si ha

' P4 =PA (fig. 48).

Sia ora MBz MA; dico che ¢ PB z PA.

Si considerino i due segmenti P’ 4, P'B essendo P’ -
il punto opposto di P rispetto ad M per la eguaglianza
degli angoli retti AMP AMP’', essendo P,P' punti cor-
rispondenti, e A corrispondente di se stesso, si -ha
P'4 = P4, P'B = PB, e dal triangolo PP'B si ha
pel corollario precedente: 2 (P4) § 2 (PB)

indi < >
e quindi P4 3 PB, PB Z P4
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Inversamente se P4 = PA' si ha MAd= MA,

altrimenti da M A4 z MA' si trarrebbe P A z PA'.

Analogamente si procede nel caso di P4 § P4

Teor. IV. — I punti di una retla sonc equidistanti
dalla parallela o quesia retta.

Sieno AM e A'M le distanze dei due punti 4 ed 4’
della retta 7 parallela ad s (fig. 49). Anzitutto le per-
pendicolari 4 M, A'M' alla s sono perpendicolari anche
alla 7 e son parallele fra loro; dunque 43 ¢ 4'M' sono
eguali (t. IV, 18).

Def. II. — Distanza di due parallele s" intende la
distanza di un punto quajunque dell’una dall’altra.

Teor. Y. — Due siriscie aventi la siessa distanza
sono eguali.

Fig. 49

Siano ab, a'b' le due striscie, 4B, 4'B' due loro
segmenti normali eguali (fig. 50). Le parti di piano de-
terminate dalle rette @ e a’ ove si trovano le rette
b e b’ sono eguali; quindi si pud stabilire una corri-
spondenza di eguaglianza fra loro, in modo che ad a
corrisponda @’ e al puato 4 corrisponda A4'. Allora al
segmento 4 B, normale in 4 ad a corrisponde il segmento
A’ B' normale in 4' ad a'; al punto B il punto B,
e quindi alla retta b la retta 4'. Dunque ab e a'b’
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sono figure corrispondenti in figure eguali, e per cid
sono eguali.

Cor. — Il piano pud essere diviso in siriscie eguali.

Basta condurre per gli estremi dei segmenti con-
secutivi ed eguali sopra una stessa retta le perpendicolari
alla retta stessa.

Teor. VL. — Fasci di rette parallele sono eguali.

Infatti tagliando due fasci con due perpendicolari
alle loro rette, e stabilendo fra le due rette una corri-
spondenza di eguaglianza, le striscie corrispondenti dei
due fasci sono eguali, e quindi a due punti X ¥ dell'uno
corrispondono due punti X' Y' dell’ altro, tali che

Xy=X'Y.

§ 6.

Altre proprieta dei triangoli

26. Teor. I. — Non possono esislere nel piano due
triangoli AB C, AB C' eguali, con un lato comune A B,
dalla stessa banda di questo lato, e nei quali ad A, B, C'
corrispondano A, B, C'.

Infatti (fig. 51) dovendo essere CAB = C'4B
il lato C'A di C"AB dovra coincidere col lato C 4
dell’angolo C A4 B, poich¢ nel fascio di centro 4, a par-
tire da 4 B e da una parte di 4 B, vi ¢ un solo angolo
eguale ad un angolo dato (post. 20). Analogamente
il lato C'B di C'BA dovrd coincidere col lato CB
dell’ angolo C B 4; dunque C' coinciderd con C.

Teor. II. — La corrispondenza di eguaglionza di
due figure piane eguali & determinaia da due angoli cor-
rispondenti.
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Siano a b e a' V' due angoli eguali di vertici Ve V'
corrispondenti in due figure piane eguali (fig. 52); dico
che dato un punto qualunque C della prima figura si
pud costruire il punto corrispondente C'.

’
-~ v v
7 A &
A B 7m7~
Fig. st Fig. 52

Infatti si conduca da C una retta che tagli i due
lati @ e b dell’ angolo a b nei punti 4 e B (basta che
la retta non sia parallela ad alcuno dei lati), sui lati
a'eb' siprenda V'A' =V A, V'B' =V B; la retta
A'B' corrispondera alla retta 4 B, e per |’ eguaglianza
dei due angoli si avrd 4B = A'B'. In A' B’ si co-
straisca il punto C' tale che 4A'C' =4 C, B'C' =B C,
che ¢ unico, e il punto C’ corrisponderd al punto C
nella corrispondenza di eguaglianza dei due angoli ab, o0’
e quindi anche delle figure date.

Cor. — La corrispondenza di eguaglianza fra due
figure piane eguali ¢ determinata da duc triangoli corvi-
spondenti.

Infatt ipotesi di due triangoli eguali 4 B C, A4'B'C’
come corrispondenti trae seco 'eguaglianza di due angoli
eguali, determinati da lati corrispondenti.

27. Teor. I. — Due triangoli aventi due lati e
Pangolo compreso rispettivamente eguali sono eguali,

Siano 4B C, A'B'C' i due triangoli dati e sia:
AB=A'B AC=A'C' BAC=DBAC (fig. 53)
Nella corrispondenza di eguaglianza determinata nel
piano dagli angoli B4 C B'A'C’, i punti B, C' cor-
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rispondono ai punti B, C e per cid il triangolo. 4'B'C'
corrisponde al triangolo 4B C, e per il teor. II, 14 i
due triangoli stessi sono eguali. Segue da cid che:
BC = B'C' e inolre che: 4CB = A CB'
ABC = ABC perche figure corrispondenti in fi-
gure eguali.

Cor. — Gli angoli alla base del triangolo isoscele
sono eguali. ,

Se ABC ¢ un triangolo isoscele di base 4B i
triangoli C 4 B, CB 4 sono eguali per avere due lati e
I’ angolo compreso rispettivamente eguali; quindi gli
angoli opposti ai lati eguali sono eguali, cioé:

CAB = CBA
Teor. II. — Due triangoli aventi un lato eguale e

gli angoli adiacenti a questo lato eguali, sono eguali.

Siano AB C, A'B'C' i due triangoli e siano:
AB = A'B' CAB=C4AB CBAd=CBA
(fig. 54).

A )

BA B
Fig. 53 Fig. 54

Poiché le meti del piano rispetto alle due rette
A B, A'B' ove giacciono i due triangoli sono eguali
(t. I, 22), si potra stabilire fra i punt di queste due
figure una corrispondenza di eguaglianza nella quale
ad 4 corrisponde 4', ed a B, B’ essendo per dato:
AB = A'B'. Inoltre, all’angolo B4 C corrisponde
I"angolo eguale B'A4'C' essendovi un solo raggio 4'C’
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che forma con A4'B’ in un dato verso un angolo dato
(oss. 1, 21); dunque alla retta 4 C corrisponde la
retta A' C'. Per la stessa ragione alla retta B C corri-
sponde la retta B' C', e quindi al punto C il punto C'.
I triangoli A B C, A'B'C' essendo figure corrispondenti
in figure eguali, sono eguali.

Cor. -~ Se un triangolo ha due angoli eguali, i lati
ad essi opposti sono eguali.

Infatti se nel triangolo 4 B C gli angoli di vertici 4
e B sono eguali, sono eguali i due triangoli C 4 B
CB A, per avere un lato in comune e gli angoli adia-
centi a questo lato eguali; epperd: CA4 = CB, ossia
il triangolo 4 B C ¢ isoscele.

Teor. IT1. —- In ogni triangolo all’angolo maggiore
sta opposto il lato maggiore; e inversamente.

Sia 4B C il wiangolo dato e sia C4B > 4BC.
Dico che si ha BC > 4C (fig. 55).

Si conduca la 4D che faccia con 4B un angolo
eguale ad ABT e sia compreso nell’ angolo CAB. Es-
sendo D il punto d’incontro di 4D con
BC, D ¢ interno al segmento BC. Il
triangolo ABD ¢& isoscele (c. t. II), e per-
cid BD= AD: ma nel triangolo 4CD

& AC < AD + DC
quindi AC < BD + DC
ossia AC < BC Fig. 53

La proposizione reciproca & facile conseguenza della
prima.

Teor. IV. — In due triangoli aventi due lati eguali,
il terzo lato ¢ maggiore in quello, mel quale sta opposto
Pangolo maggiore; ¢ reciprocamente.
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Siano ABC, A'B'C’" i due triangoli e siano:
AB = A'B'. AC= A'C’ BAC > B'A'C";

dico che

BC> B'C.

Infatti consideriamo un raggio 4 By, che faccia con 4C
I'angolo B, AC eguale a B'4'C" e sia dalla parte op-
posta di 4B rispetto ad A4 C; e su questo raggio pren-
diamo il segmento 4By eguale ad 4'B’ e quindi anche
ad AB (fig. 56). Il punto By pud cadere, o non, sulla
retta BC; in ogni caso i triangoli 4'B"'C' e AB, C sono
eguali, per avere due lati e 1"angolo compreso eguale,
epperd CB, = B'C'.

By

B D C B

Fig. 56

Si conduca la bissettrice 4D dell'angolo BA B, la

/\‘ . . [/\ , . .

quale, per essere 5.4 C maggiore di B'4'C’ per ipotesi,
T

e questo eguale a B, 4 C per costruzione, ¢ interna di

BAC. 1l punto D & quindi interno del lato BC. Se
B, non cade sulla retta BC, i triangoli 4 BD, 4B, D
sono eguali, essendo 4D comune

AB = 4B, ¢ BAD = BAD
dunque BD = B,D

Supponiamo ora che B, cada sulla retta BC. Es-
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sendo C compreso fra D e B}, BD = DB, si ha
BC > CB; ossia: BC > B'C'. Se invece B, non cade
in BC, nel triangolo B,CD ¢ DB, + DC > B,C.
(t. 1L, 25), dunque

DB -+ DC > B,C ossia: BC > B,C, BC> B'C".

Teor. Y. — Due triangoli aventi-i laii rispetiivamente
eguali sono eguali.
Siano 4BC, 4'B'C' i due triangoli e siano:
AB = A4A'B'" 4AC= A4'C" BC = B'C

dico che i triangoli sono eguali.

B - CcB =
Fig 57

Basterd dimostrare che gli angoli opposti a lati eguali
sono rispettivamente eguali (fig. 57). Infattd se I'angolo
di vertice 4 fosse maggiore (o minore) dell’angolo in 4’,
il lato B C opposto al vertice 4 sarebbe maggiore (o mi-
nore) di B'C’, contro il supposto. Gli angoli B4 C,
B'A4'C' sono dunque eguali e percid anche i due trian-
goli dati (t. I} sono eguali.

Teor. VI. — Se due segmenti di una trasversale di
un fascio di rette parallele sono eguali, i segmenti corri-
spondenti di ogni alira trasversale sono pure eguali fra
loro.

Siano a b, cd due striscie del medesimo fascio tagliate
da due trasversali 7 e 7 nei segmenti 4B, CD, 4'B',C'D
(fig. 58). Dico che se AB= CD, anche A'B' = C'D'.



— 61 —

Infatti si conducano per B e D isegmenti B4", DC"
paralleli e quindi eguali ad 4'B" C'D'. T triangoli 4B4",
CDC" sono eguali per avereilati 4B, CD e gli an-
goli adiacenti eguali, dunque DC" = BA4" e per cid

A'B = C'D".

A/!}‘;A"- \A‘ '

I3 fr e

Fig. 58

Cor. I. — Se per il punto di mezzo di un lato di
un triangolo si conduce la parallela ad un altro lato, que-
sta dimezza il tergo lato.

Basta supporre nella figura precedente che D e D'
coincidano, nel qual caso si ottiene un triangolo D 4A4’,
e che coincidano inoltre B e C, e quindi anche B’ e C';
allora B e B’ sono i punti di mezzo dei lati 4D e A" D'
del triangolo stesso.

Cor. XX. — II segmento dei punti medi di due lati
di un triangolo ¢ parallelo al terzo lato, ed & metd di que-
sto lato.

Sia 4B C il triangolo (fig. 59) e siano B',C' i
punti medi dei lati 4 C e 4 B di esso. La retta parallela
condotta per B' al lato B C passa per C', punto medio
di 4B.

Conduciamo per B' la parallela ad 4 B che passa
pel punto 4’ medio di B C. Poich¢ B'C' = 4'B
(t. IV, 18), cost (B'C"y 2 = B C.
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Teor. VII. — La somma degli angoli di un trian-
golo & eguale alla somma di due angoli retli.
Sia A B C il triangolo (fig. 60) e A D la parallela

condotta da A al lato B C. Laretta 4 B non pud esser
o

Fig. 59 Fig. 60

situata nell'angolo B A C, altrimenti incontrerebbe B C
in un punto interno; prolungato B A dalla parte di 4
rispetto a B in 4B’ si ha:

BAD = A4ABC DAC= ACB
e inoltre

BAD + DAC + CAB = ,
indicando con & nn angolo piatto; dunque
a+f+y=un

Cor. I. — Un angolo esterno di un triangolo ¢é
eguale alla somma degli interni opposii.

Infatti dalla dimostrazione precedente si ha ad es.

BAC= ABC~+ BCA4

Cor. I1. — Se due iriangoli hanno due angoli ri-
spettivamente eguali anche il ferzo angolo dell’ uno ¢é
eguale al terzo angolo dell’altro.

Def. — Un triangolo 4 B C che ha un angolo B
retto dicesi rettangolo ; il lato opposto 4 C dicesi ipo-
tenusa; gli alui due 4 B, B C, diconsi cateti.

Cor. ITI. — Gli angoli acuti di un triangolo rei-
tangolo somo complementari.
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Teor. VIII. — Due triangoli rettangoli sono eguali
se hanno due cateti, oppure un caleto e I'ipotenusa, oppure
un- cateto ed un angolo acuto, cppure I’ ipotenusa ed uy
angolo acuto, rispettivamente eguali.

a) Infatti nel primo caso i due triangoli hanno
due lati e I’ angolo compreso eguali.

b) Consideriamo il secondo caso. Se nei due trian-
goli ABC, A'B'C' (fig. 61) rettangoli in B B’ sono
eguali i cateti 4B, A'B' e le ipotenuse 4 C, A'C’,
dico che, anche i lati B C, B'C’ devono esser eguali.

Sappiamo infatti che nella corrispondenza di egua-
glianza delle metd del piano ove trovansi i due trian-
goli, e nella quale al segmento A B corrisponde il
segmento A'B’, all'angolo retto 4 B C corrisponde 1'an-
golo retto 4'B'C', ed a Cun punto X tale che 4C=4"'X.
Ma per ogni altro punto Y del raggio B’ C' si ha:
4Y z A'X (t. I, 25); dunque X deve coincidere
con C' e percio BC= BC'"; ma 4BC, AB'X
sono eguali, e tali sono quindi anche 4B C, 4'B'C",
c. s d.

A A

. c'
B cCB ¥y X
Fig. 61

¢) Nel terzo caso i due triangoli avendo rispecti-
vamente eguali due angoli hanno eguale anche il terzo
angolo e sono eguali pel teor. I, 27.

d) Lo stesso dicasi del quarto caso.
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§ 7.

Poligoni

28. Def. I. — 1) Poligono piano semplice dicesi la
figura determinata da » punti (vertici) e dai segmenti
(lati) che uniscono questi punti in un determinato or-
dine, purché tre vertici consecutivi non siano situati in
linea retta.

Per wertici consecutivi s'intendono ancora l'ultimo
ed il primo.

2) Perimetro del poligono dicesi I'insieme dei lati.

3) Poligono convesso, o semplicemente poligono, di-
cesi il poligono semplice tale, che ogni suo lato lascia
dalla stessa banda i vertici che ad esso non apparten-
gono. Ad es. il triangolo ¢ un poligono convesso.

4) Se il poligono & di quattro, cinque, sei..... lati,
il poligono dicesi, quadrangolo, pentagono, esagono....

Def. TL. — Se vi sono lati del poligono che ab-
biano comune un punto che non sia un vertice, il po-
ligono si dice intrecciato. E se non & né convesso, né
intrecciato dicesi concavo. '

Def. II1. — Parte interna del poligono convesso
dicesi quella - data dalla parte interna dei triangoli che
hanno un vertice comune in un vertice del poligono, e
per lati i segmenti che uniscono il vertice comune cogli
altri vertici del poligono, compresi questi stessi segmenti
ed escluso il perimetro del poligono. Per parte esterna
s’ intende la parte rimanente del piano, escluso il peri-
metro.

Def. 1V. — Per figura interna, o esterna, al poligono
convesso intendesi ogni figura che ha punti interni, o
esterni, al poligono, senza avere punti esterni, od interni.
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0ss. I. — Un poligono convesso (fig. 62) non pud
essere intrecciato, percheé se ad es. i lati (1 2) (3 4) si in-
contrassero in un punto, che non sia un vertice, ri-
spetto al lato (1 2) il poligono avrebbe i due punt'3, 4
da bande opposte.

Fig. 62

Ogni poligono non convesso si compone di poli-
goni convessi.

Ogni poligono convesso pud esser scomposto in
triangoli con un vertice comune in un punto del peri-
metro, o interno ad esso. Infatti se la parte interna del
poligono ad es. V,V,V,V, V, ¢ determinata dai trian-
goli V\ VoVy, Vi VoV, ViV, Vs (fig. 63 a), la diagonale
Vo Vs, lasciando da bande opposte i vertici Ve V3V,
incontra le diagonali 7, V,, V, V, in punti interni 1 e 2.

Fig. 63 a, b

Cosi la diagonale 7,7V, incontra V Vy in un punto in-
terno 3. I triangoli V)V, Vs, Vi VoV, ViV, Vy vengono
5
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cosi divisi in triangoli, che appartengono ai triangoli
VaVi Vs, VoV, Vs, VyVsVy e viceversa. Dunque la parte
interna del poligono puo essere determinata anche dai
triangoli di vertice V.

Con un procedimento analogo si vede che se O ¢
interno al poligono, esso viene scomposto nei triangoli

V,0Vy Vo0V, V,OV, V,0Vs, V,0V, (fig. 63 ).

Meor. X. — In ogni poligono ciascun lato ¢ minore
della somma degli altri.
Infatti si ha ad es. (fig. 64)
AB < AC + CB AC < A4D +~ DC
AD < AE + ED

donde sommando, e sottraendo poscia 4D e 4 C tanto
da una somma quanto dall’altra, si ha:

‘AB < AE +~ ED +~DC + CB.

A B

Fig. 64 Fig. -65 -
0ss. TI. — Se si chiama spezzata una serie limitata di
segmenti di cui il primo ha il secondo estremo in co-
mune col secondo segmento, questo ha il secondo estremo
in comune col terzo, e cosi via... si pud enunciare an-

che il teorema seguente: Il segmento rettilineo ¢ minore di
ogni spexzala avente gli stessi estremi.

Teor. II. — In ogni poligono convesso di n lati,
la somma degli angoli interni ¢ eguale alla somma di
2 (n—2) retti.
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Sia O un punto interno al poligono e lo si unisca
coi vertici del poligono; si ottengono cosl tanti trian-
goli, quant sono i lati del poligono (fig. 65). La somma
quindi degli angoli del poligono ¢ eguale a quella degli
angoli degli » triangoli suddetti, diminuita della somma
degli angoli in O ossia di quattro retti.

Def. V. — Diagonale del quadrangolo dicesi il
segmento che unisce due vertici non consecutivi del qua-
drangolo. Ad es. nel quadrangolo 4 BCD, AC e BD
sono diagonali (fig. 66).

Def. VI. — Fra i1 quadrangoli si distinguono :

Il trapezio, che ha due lati paralleli; il parallelo-
gramma, che ha due coppie di lati paralleli.

E tra i parallelogrammi si distinguono :

1l rombo che ha tutti i lad eguali fra loro; il ret-
tangolo che ha tutt gli angoli eguali fra loro (retti).
Dicesi quadrato il parallelogramma equilatero ed equi-
angolo.

Teor. XIT. — In ogni parallelogramma le diagonali
si dimezzano scambievolmente ; gli angoli opposti sono
eguali ; i lati opposti sono eguali.

Sia 4B CD il parallelogramma (fig. 67); dico che
le diagonali 4 C e BD si dimezzano scambievolmente,
Infatti le rette AB e DC, AD e B C sono opposte
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rispetto al punto medio O di 4 C, e quindi al punto D
d’incontro di 4D e CD ¢& opposto il punto B d'in-
contro di 4B con B C. Dunque la diagonale B.D viene
dimezzata dal punto O. ,

I lati e gli angoli sono rispettivamente eguali per-
ch¢ sono opposti rispetto al punto O (t. III, 18).

Teor. IV. — Un quadrangolo convesso ¢ un paral-
logramma se le diagonali si dimezzano scambievolmente,
oppure se due lati opposti sono eguali e paralleli, oppure
se i lati opposti sono eguali, o infine se gli angoli opposii
sono eguali.

Sia. 4B CD il quadrangolo convesso (fig. 67).

a) Se le diagonali 4 C, B D si dimezzano nel punto
O, i lati opposti 4B, CD; BC, AD sono paralleli,
(d. 18) e il quadrangolo & un parallelogramma.

b) Se i lati opposti B C, 4 D sono eguali e paral-
leli, essendo il quadrangolo convesso, C e D sono dalla
stessa parte di 4 B. Indicando con O il punto medio
di 4 C, il punto opposto B’ di B rispetto ad O ¢ si-
tuato sulla retta 4D dalla stessa parte di 4B ed ¢
tale che B C= 4 B' = A D ; dunque B' coincide con D.

¢) Sieno ora:

AB=CD BC= 4D;

la diagonale 4 C determina i due triangoli 4 B C, 4 CD
fra loro eguali, perch¢ hauno 1 tre lati rispettivamente
eguali; dunque gli angoli B4 Ce A4 CD saranno eguali.
Ma questi angoli sono alterni interni rispetto ad A B e
CD; epperd AB e CD sono parallele. Similmente es-
sendo ‘B/C\A e CAD eguali, le rette BC e 4D sono
parallele.

TN S~

d) Pel quarto caso si ha —=7C, D=B

?—Fﬁzg\—ka 1/4\+/B\+/C\+5\_—:—:27t
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da cui B+ TCT= 7,
e quindi le due rette 4B, CD sono parallele. Analo-
gamente per le due rette 4D, B C

Teor. Y. — Nel rettangolo le diagonali sono eguali ;
nel rombo sono perpendicolari; e nel quadrato sono eguali e
perpendicolari.

“a) Infatti nel rettangolo 4 B CD i due triangoli
ADC, B CD sono eguali, per essere 4D =BC, DC

comune, 4 D C= D CB; epperd 4 C = D B (fig. 68).

Y
D [
Fig. 68 Eig. 69

b) E nel rombec EFG H (fg. 69) i due triangoli
E O F, FOG sono eguali perché hanno i tre lati rispet-
tivamente eguali, quindi:

EOF =FO0G
¢) Il quadrato ¢ rettangolo ed anche rombo.

Teor. VI. — In ogni trapezio la vetta che unisce
i punti medi dei lati non paralleli ¢ parallela agli altri
due lati ed eguale alla loro semisomma.

Siano FE, F i punti medi dei lati non paralleli 4 B
CD (fig. 70); dico che E I ¢ parallela ai lati BD, 4 C,
ed ¢ la metd di BD + 4 C.

Infatti se H & il punto d'incontro di BF con 4 C
si ha: CH = BD, essendo questi due segmenti op-
posti rispetto ad F. Nel triangolo 4 B H il segmento E'F
¢ parallelo al lato 4 H e quindi anche a BD, ed ¢ la
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metd di 4 H (c. II, t. VI, 27). Ma BD = CH, dun-
que EF ¢ metd di 4H, che ¢ somma di 4 C e BD.

\\\‘\\F
B
A ¢ H
Fig. 70 Fig. 71

Teor. VII. — Due poligoni convessi sono eguali se
hanno tutti i lati e gli angoli rispettivamente eguali, eccetlo:
1) due lati comsecutivi e 'angolo da essi compreso ;

2) due angoli consecutivi ¢ il lato ad essi comune ;

3) re angoli consecutivi (sui quali non si fa alcuna
ipotesi).

Sianoades. 4 BCDE A'B'C'D'E' i due poligoni
convessi dati, i quali abbiano: 4 B=A4'B’', B C=B'C"
CD = C'D' ed inoltre:

ABC= ABC BCD=FCD
— — . .
CDE = CDE BAE=DBAF
(fig. 71).

I triangoli 4 B C A'B'C' sono eguali per aver
due lati e l'angolo compreso eguali. La corrispondenza
di eguaglianza delle due figure ¢ ora pienamente deter-
minata ; nella quale all’ angolo B C D deve corrispondere
" angolo eguale B’ C'D’, perch¢ come 4 e D sono si-
tuati dalla stessa parte di B C, cosl i punti corrispon-
denti 4' e D' devono esser situati dalla stessa parte
di B'C".

Al segmento C D corrisponde il suo eguale C'D":
agli angoli CDE, B AL gli angoli C'D'E', B'"4'E', di
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guisa che ad E corrisponde E'. Essendo cosi piena-
mente stabilita la corrispondenza di eguaglianza fra i
poligoni, i due poligoni sono eguali.

In modo analogo si dimostra il teorema per gli
altri casi.

Teor. VIIL. —— Vi é un solo poligono eguale a un
poligono dato, che abbia due vertici in due punti assegnaii,
corrispondenti a due vertici del poligono dato.

Siano 4 B C D E F il poligono dato, 4', B' i vertici
del poligono da costruirsi e corrispondenti ad 4, B; dovrd
essere A'B' = 4 B. Si costruisca da una parte di .4'B’
il triangolo A'B’'C’ eguale ad 4 B C, il quale ¢ unico.
Stabilita allora la corrispondenza di eguaglianza nel piano
dai due triangoli 4 B C, A'B'C’, nel modo piu volte
indicato, i punti D', E’, " corrispondenti ai punti D, E, F
saranno gli altri vertici del poligono cercato.

§ 8.
Circonferenza e cerchio

29, Def. I. — Circonferenza dicesi il sistema li-
neare dei punti dei raggi d'un fascio, equidistanti dal
centro del fascio. Il centro del fascio dicesi centro della
circonferenza ; la distanza data, raggio.

0ss. — La circonferenza ¢ dunque un sistema li-
neare chiuso, come lo & il suo fascio generatore.

Def. IX. — Cerchio dicesi la parte del piano de-
terminata da tutti i raggi della circonferenza e limitata
alla circonferenza. Il cerchio, esclusa la circonferenza,

dicesi anche parte interna, e la parte di piano rimanente,
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esclusa la circonferenza, dicesi esterna. Quando non vi
& equivoco si chiama tanto la circonferenza quanto il
cerchio con la parola circolo.

Ogni figura i cui punti sono interni od esterni al
cerchio si chiama interna od esterna al cerchio.

Fig. 72

Def. IIL. — Un angolo del fascio aveate il suo
vertice nel centro della circonferenza si chiama angolo
al centro. Un segmento di circonferenza (d. I, 29 e 6)
si chiama arco di circonferenza.

Def. IV. — Diremo che un arco ¢ compreso fra
i lati di un angolo, se gli estremi dell’arco sono situati
sui lati, e ogni altro suo punto ¢& interno all’ angolo’
stesso.

Teor. — In uno stesso cerchio, o in cerchi eguali,
angoli al centro eguali determinano sulla circonferenza
archi eguali; e reciprocamente.

Siano A0 B, e, A'O'B' gli angoli al centro eguali
(fig. 72). T due archi 4B ¢ A'B' sono figure corrispon-
denti nelle due figure rettilinee determinate dai due an-
goli eguali 4 OB, A'O'B', e quindi sono eguali. Dati
invece i due archi, 4B e A'B' eguali, dall’eguaglianza
di questi aichi considerati come figure eguali se ne trarrd
la eguaglianza dei due segmenti 4B, A'B' (d. 14),
quindi quella dei due triangoli 4 OB, 4'O'B’, e quindi
anche quella degli angoli 40B, 4'0 B'.



Cor. 1. -— Le circonferenze di egual raggio sono eguali.

Infatti i fasci di raggi coi centri Oe O' nei centri
delle due circonferenze sono eguali (t. III, 20).

Cor. IX. — Un arco ¢ divisibile in due parti eguali.

Perche tale & la proprietd di un angolo al centro,
che comprende 1"arco dato.

Cor. IXII. — Le semicirconferenze di egual raggio sono
eguali.

Perché gli angoli al centro corrispondenti sono
piatti, e per ci6 eguali.

Def. V. — Dicesi quadrante ogni arco della circon-
ferenza compreso da un angolo al centro che sia retto.

Cor. IV. — I quadranti di circonferenze eguali sono
eguali,

Perch¢ al quadrante della circonferenza corrisponde
un angolo retto, e gli angoli retti sono eguali.

30. Def XI. — 1) Corda dicesi il segmento deter-
minato dagli estremi di un arco di circonferenza. Dia-
metro dicesi. ogni corda passante pel centro.

2) Per arco sotteso da una corda intendesi di regola
I'arco minore, determinato dagli estremi della corda.

Def. II. — Per punti ed archi opposti della circon-
ferenza intendonsi punti ed archi opposti rispetto al
centro.

Teor. I. — La circonferenza ¢ un sistema lineare
omaogeneo.

Infatti ad ogni raggio del fascio corrisponde uno
ed un sol punto, e ad angoli a ¢ 8 eguali dello stesso
verso o di verso opposto del fascio corrispondono archi
a' e ' eguali della circonferenza dello stesso verso o
di verso opposto; segue da cid che sulla circonferenza
esistono due archi eguali ad un arco dato, I'uno col
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primo e l'altro col secondo estremo in ogni punto dato.
Inoltre un arco non ¢ eguale ad una sua parte, e ogni
arco & eguale al suo inverso, perché tali proprietd sus-
sistono anche per il fascio (oss. I, 21). Dunque la cir-
conferenza ¢ un sistema lineare omogeneo (d. III, 7).

Qss. — DPer la circonferenza valgono le conse-
guenze dedotte dal post. II della retta: basta sostituire
ai segmenti della retta o agli angoli del fascio, gli ar-
chi della circonferenza. All’ angolo somma o differenza
di due angoli al centro corrisponde l'arco somma o dif-
ferenza dei due archi di circonferenza.

Cor. — Ad un angolo al centro a maggiore o mi-
nore di un altro f§ corrisponde un arco a maggiore o mi-
nore dell’ arco b corrispondente a . ¥)

Teor. IL. — Archi eguali della circonferenza (o di
circonferenze eguali) sono soltesi da corde eguali ; archi
minori di una semicirconferenza, dei quali 'uno é maggiore
dell’aliro, somo sottesi da corde, di cui I’una é maggiore
dell’ alira. E reciprocamente.

a) Diffatti siano (fig. 73) 4 B, A'B’ le due corde
di due circonferenze eguali di centri O ed O', oppure
di una stessa circonferenza di centro O, e siano a € a’
gli archi corrispondenti.

. — T

Se a>a'"stha(c.t. ) AOB > A'O'B’

e siccome 1 due triangoli 4 OB A'O'B' hanno

T — \
A0=4'0', BO=B'0O" 40B > A"O'B', cosi
si conchiude: 4B > A'B'. E similmente, se o = a’
si conchiude 4 B = A4'B’.

*) Sara bene che I'insegnante faccia ripetere per la circon-
ferenza, come pel fascio, le proposizioni dedotte dal post. II della
retta.



— 15 —

b) Reciprocamente, se 4B = A'B si ricava per
riduzione ad assurdo o = «o'.

Teor. YIX. — Corde eguali di un cerchio sono equidi-
stanti dal centro; e di due corde diseguali la minore ha
maggiore distanza dal centro.

a) Sele corde 4B, A'B' sono eguali (fig. 74); dico
che esse sono equidistanti dal centro.

[ - R ——

Fig. 73

Infatti i triangoli O 4B, O'4'B’ sono eguali per
aver i tre lati eguali, e quindi nella loro corrispondenza
d’ eguaglianza le altezze O M e O M' sono segmenti
corrispondenti (c. I, t. III, 23) e quindi sono eguali fra
loro. Ma O M e O M"' sono le distanze delle due corde
dal centro; dunque la prima parte del teorema ¢ di-
mostrata.

b) Sia 4'C una corda minore di 4B; dico che 4'C
ha dal centro distanza maggiore della distanza di 4 B.

Invero pel punto A4’ possiamo condurre una corda’)
A'B'" eguale ad A B. Esiste infatti una retta A'B’ che
fa con 04’ un angolo eguale all’angolo BAO, e
quindi i due triangoli 4 O B, A'O'B’ sono eguali per
avere due lati e 1"angolo compreso eguali. Alla corda
A' C minore di A'B’ corrisponde un arco 4'C minore
dell’arco 4'B’ ; dunque la corda 4'C, e per cio anche
il piede N della perpendicolare condotta da O ad 4'C,
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& situata dalla parte opposta di O rispetto alla retta 4'B'.
Ma OM' = O M ¢ la minima delle distanze di O dai
punti di 4'B' e per ci6 ¢ OM' < OP; dunque ON
che ¢ maggiore di OP, a piu forte ragione ¢ maggiore
di OM.

Cor. — Il diametro é la corda massima.

Teor. IV. — La perpendicolare condotta dal centro
del cerchio ad una corda la d:ivide per meta.

Difatti se 4 e B sono estremi della corda, O il
centro, il triangolo 4 B O ¢& isoscele, e la perpendico-
lare condotta da O alla retta 4 B ¢ unica e passa pel
punto di mezzo di essa (fig. 75).

Teor. V. — La perpendicolare condotia dal punto di
wmezzo della corda alla corda stessa passa pel centro.

Sia 4B la corda, O il centro. La perpendicolare
condotta per O alla corda 4 B la dimezza; e siccome
per il punto medio M di 4 B passa una sola perpen-
dicolare ad 4 B, cosi questa perpendicolare passa per O
(fig. 75).

Veor. VI. — Tre punti non situati in linea retia
determinano una circonferenza.

Se 4, B e Csono i tre punti dad (fig. 75), le
perpendicolari nei punti medi di 4B ¢ B C si incon-
trano sempre in un punto O, perché se fossero parallele,
tali sarebbero le corde 4B, B C, ci6 che non &. 1 due
triangoli 4 O B, B O C sono isosceli, percio O ¢ equi-
distante dai tre punt dati; ¢ quindi O centro di un
cerchio che passa pei tre punti.

Oltre a cid la perpendicolare condotta nel punto
di mezzo della corda 4 C passa per lo stesso centro
O (t. V), e d"altra parte immaginando un altro cer-
chio passante per i tre punti dati, le perpendicolari
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innalzate nei punti di mezzo delle corde 4B, BC,
C A si devono incontrare nel nuovo centro, che &
quindi O.

Evidentemente, scelti altri tre punti 4'B'C’ della
circonferenza, le perpendicolari nei punti di mezzo delle
corde A'B', A'C’ passano per ‘O.

31. Teor. 1. — La distanza di un punto P dai
punti di una circonferenza ha per minimo il segmento il
cui prolungamento passa per P e pel centro, e per massimo
il segmento che contiene il centro; e mon possono esservi
pits di due punti della circonferenza che abbiano la stessa
distanza dal punto P.

Fig. 75 Fig. 76

Sia P il punto dato, O il centro del circolo dato
(fig. 76). Siccome la circonferenza viene tagliata da un
diametro in due parti eguali, basta considerare una
semicirconferenza determinata dal diametro O P, ad es.
A M B. Qualunque sia M, dal triangolo P O M si ha:

PM < PO+ OM PM>PO—0OM
e quindi .
PMw < PB PM>P4

Sulla stessa semicirconferenza non vi possono es-
ser due punti M ed M, equidistanti da P, altrimenti la
perpendicolare condotta da P alla corda M, M, passando
pel suo punto medio (t. V; 30) passerebbe per O, il che
non ¢&. Analogamente, se P non & esterno alla circon-
ferenza.
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0Oss, emp. — Se un tratto rettilineo 4 B (od un arco 4; By
di circonferenza) ha un estremo interno e laltro esterno ad una
circonferenza (fig. 77) di centro O, esso incontra questa circon-
ferenza in un punto C (od in un punto C)) e si ha:

04> 0C OB < OC
Cid & come dire che se le distanze di un punto O dagli estremi
A e B di un segmento o di un arco sono diseguali, vi & nel seg-

mento (o nell’arco) un punto C almeno tale che O C & eguale
ad us segmento dato qualunque (il raggio) compreso fra O A4

ed O B.

Post. *) — Se un segmento rettilineo, o un arco di
circonferenza, ha un punto interno ed wuno eslterno ad una
circonferenya esso incontra la circonferenza in un  punto;
oppure: Sc le distanze a e b di un punto O dagli estremi A
e B di un segmento rettilineo, o di un arco di circonferenza
AB, sono diseguali, vi é in AB almeno un punto C tale che
OC ¢ eguale, ad un segmento dato, compreso tra a e b.

Teor. II. — Una retia incontra la circonferenza in
due, uno, o messun punto, secondoche la sua distanza dal
centro e minore, eguale o maggiore del raggio; e recipro-
camenle.

Eig. 77 Fig. 78

Si osservi anzitutto che la circonferenza non pud
aver tre punti 4, Be C in comune colla retta, percheé

*) Premettendo i post, VIIl e IX della retta; questa propo-
sizione pud essere dimostrata. Vedi I'Appendice.



— 79 —

1 tre triangoli isosceli OAB, OAC, OBC determine-
rebbero tre perpendicolari diverse ad una stessa retta,
dal centro O (fig. 78).

Se il segmento normale OM alla retta data & mi-
nore del raggio, si pud scegliere un segmento obliquo
04" maggiore del raggio. Infatti si conduca la perpen-
dicolare ¢ in X ad un raggio OX non perpendicolare
alla retta A B; essa incontra questa retta in un punto 4’
tale, che OA4' & maggiore del raggio (t. I, 25). Ora
fra OA' e OM vi & un segmento eguale al raggio
(post.) e un altro segmento obliquo eguale esisterd dal-
'altra parte di O M.

Se invece O M ¢ eguale al raggio, non vi ¢ alcun
segmento obliquo ad esso eguale.

E finalmente se OM ¢ maggiore del raggio, a
maggior ragione non vi & nessun segmento obliquo
eguale al raggio.

Reciprocamente, se la retta data non ha alcun
punto in comune col cerchio O, non pud essere il
segmento normale minore del raggio, perché in tal
caso, per la prima parte del teorema, la retta stessa
avrebbe in comune col circolo due punti; né puod es-
sere eguale al raggio, perché allora ne avrebbe uno in
comune, contro 1" ipotesi. Analogamente negli altri due
casi.

Def. I — Se la retta incontra la circonferenza in
due punti, essa si chiama secante.

La retta che ha un sol punto comune colla cir-
conferenza dicesi tangente, ¢ il punto comune, punto di
contatto della tangente.

Cor. — In ogni punto della cirvconferenga la retta
perpendicolare al raggio e tangente in esso alla circonfe-
renza.
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Cid risulta dal caso del teor. Il in cui O M ¢ eguale
al raggio.

Teor. IN1. — Da un punto esterno ad un cerchio si
possono condurre ad esso due tangenti.

Sia P il punto dato, O il centro, O 4 il raggio del
cerchio dato. ‘

Si unisca O con P e dal punto Q d'incontro di
OP con la circonferenza data si tiri la perpendicolare
A'4" ad OP (fig. 79).

Con centro O e raggio O P si descriva il circolo,
e sieno- 4', A" i due punti d incontro di esso con la
retta A'A".

Si uniscano 4' e 4" con O, e sieno C',C" i punti
d’ incontro di 4'0O, 4" O con la circonferenza data. Le
rette PC', PC' saranno le tangenti richieste.

Infatti i due triangoli 4'O Q, PO C’ sono eguali per
avere i lati 4’0, O Q del primo eguali ai lati OP, OC'
del secondo, come raggi dello stesso circolo, e "angolo
da essi compreso comune ; saranno percio eguali gli
angoli PC'0O, 4'Q0; ma siccome 4'Q O ¢ retto per
costruzione, cosi P C'O sard pure retto, e la retta PC'
sard tangente al circolo dato. Similmente P C" sard pure
tangente ad esso circolo.

Def. IX. — Il segmento della tangente compreso
tra un punto e il punto di contatto dicesi segmento tan-
gente od anche fangente, quando non havvi luogo ad
equivoco.

Cor. — I segmnenti delle due tangenti ad una slessa
circonferenza passanti per un medesimo punto sono eguali.

Infattii due triangoli rettangoli P C'O, P-C" O sono
eguali e quindi eguali saranno i due cateti PC', PC"
che sono tangenti in C' e C".
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§ 9.
Punti comuni a due circonferenze

3%. Teor. X. — Se due circonferenze hanno un punto
comune, non situato sulla retta dei centri (asse centrale), ne
hanno un altro situato sopra la perpendicolare passante
per.esso all’ asse centrale.

Siano O ed O’ i centri delle due circonferenze, A
un punto comune ad entrambe (fig. 80). Dalla parte di
piano opposta a quella in cui giace il triangoio 040’
si consideri il triangolo 04’ O’ eguale al triangolo

04'0.

Fig. ;59 Fig, 8o

Per essere 04" = 04, 0'4' = 0'4, il punto 4’
appartiene tanto alla circonferenza di centro O e raggio
04, quanto alla circonferenza di centro O' e raggio
O'4; epperd A' ¢ punto comune alle due circonferenze
date.

Dall’ eguaglianza. poi dei triangoli 04 0’, O4'0O’

— —~
ne consegue 400" = A'00’; e dall'eguaglianza dei
due triangoli AOM, A'OM, essendo M il punto d’incon-
tro di 44" con OO, ne consegue: OMA = OMA
cioe 4A' ¢ perpendicolare ad O O'.

Il punto 4’ coinciderd con 4 quando 4 si troverd
sull’asse centrale O O’, e le due circonferenze avranno
la stessa tangente nel punto comune.
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Def — Due circonferenze che hanno un punto co-
mune sull’asse centrale diconsi tangenti; e il punto co-
mune si dice punto di contatio. Se le due circonferenze
sono dalla stessa parte della tangente comune, si dice che
si toccano internamente; nel caso opposto, esternamente.

Teor. YI. — Se due circonferenze si toccano ester-
namente, la distanza dei centri ¢ eguale alla somma dei
due raggis; e se si toccano internamente la distanza dei
centri ¢ eguale alla differenza dei raggi.

Siano OO’ i centri dei due circoli; 00" = d, e
siano 7, 7/ 1 rispettivi raggi. Il punto comune 4 ¢ sulla
retta O O'; esso ¢ interno al segmento O O' se i cir-
coli (fig. 81) si toccano esternamente, e allora si ha:

OA + AO' = d, ossia: r4r'=d;

esso ¢ esterno al segmento stesso O O' se i circoli si
toccano internamente (fig. 82), e allora si ha:

OA4A— OA4d=4d ossia ¢ —r=4d.

Fig. 81 Fig. 82

Teor. IIL. — Se due circonferenze hanno due punt
distinti in comune, la distanza dei centri é minore della
somma, e maggiore della differenza dei rispettivi raggi.

Siano O O’ i centri dei due circoli, 7 7' i rispettivi
raggi, e siano M ed N due punti distinti, comuni alle
circonferenze. Dico che:

r'—r <00 < r+7'
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se 7' = r, ovvero che:
r—r <00 < r+r'
ser > r'.

Osserviamo anzitutto che i due punti M ed N,
comuni alle due circonferenze, non possono essere si-
tuati sulla retta O O', perche il segmento M N sa-
rebbe diviso per metd tanto in O che in O, il che
non pud essere, finché 1 circoli non sono concentrici, e
anche se sono concentrici, non coincidono. D’altra parte
per il teor. I se M ¢ fuori della retta O O', N deve
essere situato sulla perpendicolare passante per M alla
O O'. Adunque se due circoli si incontrano in due soli
punti distinti (fig. 83), questi sono fuori della retta O O’
che ne congiunge i centri. Ma dal triangolo OM O’
ricaviamo: O'M — OM < 00" < OM + O'M,
se v' =, da cui: r—r < 00" < r+r'

e la stessa relazione ricaviamo pure dal triangolo O N O'.

Che se » > r’ si ricaverd invece:

r—r < 00" < r+r'.

Fig 83

Teor. IV. —Se due circonferenze non hanno alcun
punto in comune, la distanza dei centri o é maggiore della
somma dei due raggi, o & minore della loro differenza.
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Sia M’ un punto qualunque del secondo circolo,
esiah OM =x 00 =d O'M =" 1 seg-
mento x non potrd essere eguale ad 7, perché i due
circoli non hanno per ipotesi alcun punto in comune.
Sard dunque x diverso da 7; ma ¢ facile riconoscere
che se per il punto M' & x > r, cio vale per tutti i
punti del circolo di centro O'; percht se fosse ad es.
ON' < r vi sarebbe, pel post. del n. 31, nell’'arco M'N"'
un punto P’ tale che O P' ==, lo che non puo essere,
per ' ipotesi fatta. Per tutti i punti M’ del secondo
circolo abbiamo dunque: x > 7, il che vuol dire che

3

il secondo circolo & esterno al circolo di centro O.
My

p

g

o

Fig. 84

Analogamente si prova che se x < r per un punto
M',e x < r per tutti i punti del circelo di centro O,
e quindi che tutti i punti del secondo circolo sono in-
terni al primo. Si conchiude intanto da cid che se due
circoli non hanno alcun punto in comune, uno di essi
¢ csterno all’ altro. Se dunque tutti e due sono esterni
I'uno all’altro, come nel caso della fig. 84 avremo:

04+ 44 +~ A0 =00
quindi : r+d44" +¢v =d
d>r -+ 7.

Ma se uno ¢ interno all’altro, come nel caso della

fig. 85 avremo :

A4+ A0 + 00 = A0
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quindi : AA+r+d=r'
d < r —r
Cor. — Secondo che: d >r—+r', d=r—+7,

) —r < dLlr+r, d=vr —-r, d<r —vr
i due circoli sono rispettivamente I' uno esterno all altro,
tangenti esiernamente, segantisi in due punti distinti, tan-
genti internamente, I uno interno all’ altro.

Siaades. ' —r < d<r+ 7'

Fig. 85

Non possono i due circoli* avere nessun punto in
comune, perché in tal caso dovrebbe essere o: d >r +r'
oppure d < r'—r (t. IV), contro il supposto; né pos-
sono avere in comune un solo punto situato sull’ asse
centrale, perché allora sarebbe o: d =7 + ' oppure
d=r"—r (t. II), contro il supposto.

I due circoli dovranno dunque avere in comune un
punto, e quindi due, fuori dell’asse centrale.

Cost procedesi anche per gli altri casi.
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§ 10.
Angoli e poligoni nel cerchio

83. Def. I. — Angolo inscritto nella circonferenza
dicesi ogni angolo che ha il vertice sulla circonferenza
e i lati secanti, od uno secante e l'altro tangente.

Teor. — Un angolo inscritio nella circonferenza é
eguale alla meta dell’ angolo al centro, che comprende lo
stesso arco.

Sia BA C (fig. 86 a) 'angolo inscritto in una circon-
ferenza di centro O} si deve dimostrare che BAC ¢
la metd dell’angolo BO C.

Il punto O cada in uno dei lati dell’ angolo ad es.
in 4C. 1l triangolo 4B O ¢ isoscele, dunque:

AB0 = BAO
Ma BOC & esterno al detto triangolo ed & percid:
BOC = 4BO + BAO = (BAC)2
(c. I, t. VII, 27).

Fig. 85 abec

Sia il punto O interno od esterno ali’angolo B4 C
e sia D il secondo estremo del diametro O 4 (fig. 86 b,¢).
Si ha:
(BAD)2 = BOD, (DAC)2 = DOC
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ma nel primo caso:
BAD + DAC = BAC
e nel secondo caso:

BAD — CAD = BAC

l

Pertanto
(BAC)2= BOC

Un lato 4 T dell'angolo sia tangente in 4 alla cir-
conferenza (fig. 86 ¢). L'angolo DAT ¢ retto e quindi
metd dell'angolo: piatto AOD. E se infine O ¢ esterno
all'angolo alla circonferenza T A B si prova similmente che

(TAB) 2 = AOB

Cor. I. — GIli angoli inscritti nella circonferenza,
che comprendono il medesimo arco sono eguali.

Infatti essi sono tutti eguali alla metd dell’angolo
al centro che insiste sullo stesso arco.

Cor. I1. — Gli angoli alla circonferenza che insistono
su una Semicirconferenya somo relti.

Infatti essi sono metd dell’'angolo al centro che in-
siste sullo stesso arco, che ¢ piatto.

Cor. XIX. — Ogni triangolo reitangolo ha i vertici
s di una circonferenza che ha per diametro I'ipotenusa.
34. Def. I. — Un poligono che ha i suoi vertici

sulla circonferenza dicesi énscritio nel circolo; dicesi cir-
coscritto al circolo, se i suoi lati sono tangenti alla cir-
conferenza.

Teor. I. Se un quadrangolo convesso € inscritto-
in una circonferenza, gli angoli opposti sono supplementari.
E reciprocamente.

Infatti 'angolo 4B C (fig. 87) ¢ metd dell” angolo
al centro che insiste sull’arco 4D C, e P'angolo CD4
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¢ metd dell’angolo al centro che comprende l'arco CBA4.
Ma la somma di questi dae archi ¢ l"intera circonfe-

renza, dunque la somma degli angoli al centro ¢ eguale
a due retti.

Fig. 87

Pertanto la somma degli angoli opposti ABC, ADC
del quadrangolo & eguale a due retti. Similmente per
gli altri due angoli opposti.

Reciprocamente, sia: a 4~y == f + 6, o ciascuna
di queste somme sia eguale a due retti.

Se il circolo determinato dai tre punti 4B C non
passasse per D ma per un punto F di CD, si avrebbe
p + ¢ eguale a due retti, da cui si trarrebbe ¢ = d;
vale a dire |’ angolo esterno ¢ del trfangolo AFD sa-
rebbe eguale all’ interno opposto ¢, il che ¢ assurdo.

Def. 11.— Poligono regolare dicesi il poligono con-
vesso, che ha i lat eguali e gli angoli eguali.

Teor. I1. — Qualunque poligono regolare & inscritto
in un cerchio ed é circoscritto ad un altro cerchio concen-
trico al primo. '

Sieno (fig. 88) 4Q la bissettrice dell'angolo B4 F
e BP quella dell'angolo 4B.C; poiché la somma degli
angoli BAQ ed ABP ¢ minore di due retti, le rette
AQ, BP ¢ incontrano in un punto O (t. I, 23). Ora
il triangolo O A B ¢ isoscele, perche gli angoli O 4B,
OBA sono eguali; quindi 4 0 = OB. — Cid posto
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uniscasi il vertice C con O e si osservi che i triangoli
ABQO, CBO hanno un angolo eguale compreso fra due
lati eguali; dunque essi sono eguali e il lato OC ¢
eguale al lato 40. In modo analogo si dimostrerebbe
che DO, E Q... sono eguali ad 40; donde si ricava
che la circonferenza di centro, O e di raggio 40 passa
per tutti i vertici del poligono dato.

Oltre a cio i lati 4B, BC, CD... essendo corde
eguali del cerchio circoscritto, le perpendicolari OG, OH,
sono tutte eguali, epperd la circonferenza di centro O
e di raggio OG & tangente a tutti i lati del poligono

Def. TII. — Il centro del circolo inscritto, in un
poligono, o del circolo ad esso circoscritto, dicesi centro
del poligono.

Teor. YII. — Se una circonferenza ¢ divisa in parti
eguali (AB), (BC), (CD)..... il poligono inscritto deter-
minato dalle corde AB B C, CD... ¢ regolare, ¢ il poli-
gono circoscritto EFGH.., determinato dalle tangenti con-
dotle mei punti di divisione & pure regolare. ‘

In primo luogo poiche gli archi (4 B), (BC), (CD)...
sono eguali fra loro, le corde sono pure eguali, e sono
pure eguali i triangoli isosceli O4 B, OBC, OCD....;
ne consegue che gli angoli del poligono 4BCD.... sono
tutti eguali fra loro (fig. 89).
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In secondo luogo i triangoli isosceli 4BE, B CF,
CDG,.... hanno le basi eguali e gli angoli adiacenti ri-
spettivamente eguali ; dunque sono eguali.

Segue da cio che gli angoli di vertici E, F, G....,
sono eguali, e che

AE=BE=BF= CF...;
epperd i lati EF, FG... sono eguali, e il poligono cir-
coscritto & regolare.

§ 11.
Problemi elementari

35. 0ss. I. — I problemi fondamentali della geo-
metria elementare piana si riducono ai seguenti :

Segnare un punto nel piano.

Tirare la retia determinata da due punti.

Descrivere il circolo di dato centro e di dato raggio.

Trovare Pintersezione di due reite, o di una retla con
un circolo, o di due circoli.

Questi ‘problemi ordinariamente si risolvono grafi-
camente, vale a dire nel disegno, con ’immediato uso
della riga e del compasso. In pratica si fa spesso uso
anche della squadra per condurre rette fra loro perpen-
dicolari o parallele (v. fig. 20); ma siccome il compasso
¢ istrumento pil preciso, cosi per !’ esattezza del di-
segno ¢& preferibile 1'uso del compasso a quello della
squadra. ¥)

3

¥) I problemi di cui non & data qui la soluzione potranno
essere dati come esercizl agli scolari, L’insegnante dira del modo
di usare gli istrumenti, la matita e il tiralinee, e come si veri-
fica D’esattezza della riga e della squadra.
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Probl. I. — Costruire un angolo eguale ad un angolo
dato, che abbia il vertice nell'estremo di un raggio dato,
e rispetto a questo sia di verso dato.

Siano DEF langolo dato, 4X il raggio dato
(fig. 90). Con centro E e raggio un segmento arbitrario
si descriva una circonferenza e siano G,H i punti d'in-
contro di essa coi lati ED, EF. Con centro in 4, e
raggio eguale ad EG si descriva un'altra circonferenza,
la quale incontrerd in un punto C il raggio 4X; e
con centro C e raggio GH si descriva un’ altra circon-
ferenza. Per essere nel triangolo GFH il lato E H mi-
nore della somma e maggiore della differenza degli al-
tri due lati, sard la distanza centrale 4C minore della
somma e maggiore della differenza dei due raggi; per
cid le due circonferenze si incontreranno in due punti
Be B’

Se il verso dato nell’ enunciato del problema &
quello ove si trova B, I' angolo BA C ¢ il richiesto.

0ss. II. — Questo problema si risolve facilmente
anche coll’'uso della riga, della squadra e del compasse
senza far uso dell’ intersezione di due circoli

Probl. IL. — Dividere per meti un dato segmento.

-
\\ ;ﬁc
S 6 !
eg H 0 —
72N P A iD B
1
‘A ¢ X X
Fig. 90 Fig. g1

Sia AB il segmento dato (fig. 91); si costruiscano
con lo stesso raggio AX eguale ad 4B (o maggiore
della metd di 4B) due circoli, I'uno di centro 4, lal-
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tro di centro B. Questi due circoli avendo la distanza
dei centri minore della somma e maggiore della diffe-
renza dei raggi si incontreranno in due punti C,C’ si-
tuati da bande opposte della retta 4B.

Se D & il punto d’incontro della retta CC' con
AB, D ¢ il punto medio richiesto.

Oss. III. — Questo problema si risolve pure col
solo uso della riga e della squadra.

Probl. XXI. — Costruire il triangolo che abbia :

a) due angoli eguali a due angoli dati, la cui somma
sia minore di due relti, e per lato compreso fra questi an-
goli un lato eguale a segmento dato ;

b) due angoli eguali a due angoli dati, la cui somma
sia. minore di due retli, e per lato opposto ad uno di essi
un lato eguale a dato segmento ;

c) un angolo eguale ad angolo dato, e i due lati che
lo comprendono eguali a due segmenti dati;

d) due lati eguali a due segmenti dati e 'angolo op-
posto al minore di essi eguale ad angolo dato (se possibile) ;

e) tre lati eguuli a tre segmenti dati, dei quali cia-
scuno sia minore della somma degli aliri due.

Risoluzione del probl. a) (fig. 92). Siano a e 3 gli
angoli e 4B il segmento dati. Dalla stessa parte di 4B
si costruiscano i due angoli BAX, ABY eguali ad «
e @. Siccome la somma di a e £ ¢ minore di due retti,
1 raggi AX e BY non sono paralleli, e per cio si in-
contrano in uno stesso punto C. Il triangolo 4BC &
dunque il triangolo richiesto.

Risoluzione del probl. d) (fig. 93). Indichiamo con
aeb i due lati dati (a < b) e con a l'angolo opposto
ad a. Costruito un angolo BAC, eguale ad a si faccia
AC=1} quindi centrando in C e con raggio a si de-
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scriva la circonferenza; questa incontrerd il lato 4B in
due punti, o in uno, o in nessuno, secondo che la di-
stanza del centro C dal lato 4B ¢ minore, eguale o
maggiore di a. Nel primo caso se BB’ sono i punti di
incontro della circonferenza di centro C col lato 4B’,
i due triangoli B4 C B'AC sono i richiesti. Nel se-
condo caso si ha un triangolo rettangolo nel punto di
incontro della circonferenza col lato 4B che ¢ ad esso
tangente. Nel terzo caso il problema non ammette so-

luzione.
B
AN Bt
\K :/3 " a
e ' AT\e ¢ 0
A B
Fig. 91 Fig. 92
0ss. 1V. — A questi problemi si riducono i se-
guenti :

Descrivere il triangolo isoscele, dati: la base ed um
angolo alla base che sia acuto; la base ed un altro lato,
tale che la base sia minore del doppio del lato.

Descrivere il triangolo equilatero, dato il lalo.

Probl. IV. — Per un punto dato sopra di una retie.
condurre la perpendicolare a quesia retia, sia nel caso che
questa s1 possa prohmgare, sia nel caso contrario.

Siano AP la retta data P il punto dato, e suppon-
gasi da prima che la retta si possa prolungare nel verso
di 4P (fig. 94 a). Presi sulla retta a partire da P due
segmenti eguali ed opposti P4, PB e costruito sul lato
AB il triangolo equilatero 4B C, si avra nella retta CP
la perpendicolare richiesta.
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Che se AP non si pud prolungare (fig. 94 b), si co-
struisca in 4 P il triangolo equilatero 4 PD e si prolunghi
AD, facendo DC=ADla retta PC sari la perpendicolare
alla AP. Infatti D ¢ il centro del circolo di raggio 4D,
e l'angolo AP Cinscritto in esso & retto (c. II, t. 33).

0ss. V. — Questo problema si pud risolvere di-
rettamente colla riga e colla squadra.

A questo problema si riducono i seguenti:

Per un punto dato condurre una retla tangente ad una
circonferenza.

Descrivere il triangolo rettangolo dati : un lato ed un
angolo acuto, oppure un catelo e I'ipotenusa; oppure i due
cateti.

Fig. 94 a b Fig. 95

Probl. V. — Determinare il centro di un circolo dato.

Siano 4BC tre punti della circonferenza data (fig. 95).
MO 1a perpendicolare alla corda 4B nel punto medio
di essa M, ed NO la perpendicolare alla corda BC nel
punto medio di essa IN. Siccome i tre punti 4BC non
possono essere in linea retta, cost le due perpendicolari
MO, NO si incontreranno in un punto O, che per la
proprieta delle perpendicolari alle corde di un cerchio
nei loro punti medi ¢ il centro richiesto.

Probl. VI. — Per un punto dato fuori di una retla
condurre la perpendicolare a questa relta.

Sia P il punto dato fuori della retta » (fig. 95). Con
centro P e per raggio il segmento che congiunge P con
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un punto qualunque Q situato dalla banda opposta di
P si descriva un circolo: questo taglierd la r in due
punti 4 B, che potranno anche coincidere. Se 4 ¢ B non
coincidono, si costruisca un triangolo isoscele 4B C di
base 4B, si unisca P con C e sard P C la perpendico-
lare richiesta. Infatti la retta PD ¢ altezza e mediana
del triangolo isoscele 4 CB, quindi la retta CD deve
passare per P, centro del cerchio di raggio P 4.

Se poi B ed 4 coincidono, la PB & essa stessa la
perpendicolare domandata (c. t. II, 32).

Probl. VII. — Per un punto dato fuori di una retta
condurre la parallela a questa retla.

I. Sol. — Sia P il punto dato fuori di » (fig. 96).
Si congiunga P con un punto 4 di r e si segni su 7
un altro punto B, indi si costruisca un angolo APC
eguale all’angolo PAB che abbia il vertice in P un
raggio in P4 e sia dalla banda opposta a quella ove
trovasi B rispetto a PA. La retta PC ¢& la parallela ri-
chiesta.

II. Sol. -— Se C ¢ il punto dato, costruendo i due
triangoli ABC, B4 C" eguali, dalla stessa parte di 4B,
i punt Ce C' hanno la stessa distanza dalla retta AB,
quindi CC" ¢ la parallela richiesta.

0ss. VI. — Anche questi problemi si risolvono
ordinariamente colla riga e colla squadra.

A questo ultimo si riducono i seguenti :

Descrivere il parallelogramma, dati due lati e I'an-
golo da essi compreso.

Descrivere il rombo, dati un lato ed un angolo.

Descrivere il rettangolo, dati due lati consecutivi.

Descrivere il quadrato, dato il lato.

Probl. VIIIL. — Dividere un dato segmento, in parti
eguali.
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Sia 4 B il segmento dato (fig. 97). Si costruisca una
retta AX che formi con 4B un angolo qualunque, ad
es. " angolo acuto XA B; indi si segnino su AX tanti
segmenti eguali ad un segmento qualsiasi 4 L, quante
sono le parti in cui si vuol dividere 4B. Se 1 ultimo
segmento & NP si congiunga P con B e dai punti di
divisione L....N si conducano le parallele alla PB, le
quali incontreranno AB nei punti L'M..N'... T seg-
menti 4L, L' M', NB', saranno i richiesti (t. VI 27).

AU M N 3

Fig, 96 Fig. 97

Probl. IX. — Dividere un dato angolo (od un dato
arco) per meta.

a) Sia ab 1"angolo dato, e sui lati si prendano i
segmenti O4 = OB, 4C = BD; le rette 4D, BC
si incontrano in un punto E e la retta OFE ¢ la bisset-
trice richiesta (fig. 98). Infattd nella corrispondenza di
eguaglianza degli angoli @b e ba ai punti 4 e C cor-
rispondono i punti B e D e al segmento 4D il seg-
mento BC. Se E ¢ il punto d'intersezione di 4D colla
bissettrice dell'angolo, che corrisponde a s¢ medesima,
pel punto E che corrisponde a s¢ medesimo dovra pas-
sare anche il segmento B C, dunque il punto E d’in-
contro di 4D con B C & un punto della bissettrice.

b) Se ¢ dato 'arco, basta costruire la perpendico-
lare alla sua corda nel punto di mezzo di essa corda,
la quale divide l'arco per meta. ‘
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Probl. X. — Unire due punii con un arco di cir-
conferenza, capace di un angolo dalo.

Fig. ¢8 Fig. 99

Siano 4, Bi due punti, a I'angolo dato (fig. 99). Si
costruiscano un angolo B4 X eguale all angolo o, la
perpendicolare alla 4X in 4, e la perpendicolare alla
AB nel suo puato di mezzo C. Queste due perpendi-
colari si incontreranno in un puato O, che sard il cen-
tro del cerchio richiesto (t. 34).

ESERCIZI™

Nozioni generali

1. Formare coi numeri 1 2 3... n... dei gruppi, che si corrispondano
univocamente.

2. Formare con gli stessi numeri dei gruppi ordinati, che si cor-
rispondano univocamente e non nel medesimo ordine; e dei
gruppi ordinati’che si corrispondano univocamente € nel me-
desimo ordine.

*) Questi esercizi possono esser risolti alla fine del paragrafo
sotto il quale sono indicati, colle proposizioni svolte nel paragrafo
o nei paragrafi precedenti. Gli esercizi, alla fine dei quali non &
citato 1l numero di esercizi precedenti si possono risolvere indi-
pendentemente gli uni dagli altri.
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3. Un gruppo che ha un numero di elementi appartenente alla se-
rie naturale 1 2 3. #... non pud corrispondere univocamente
ad una sua parte (Si verifichi con esempt).

Libro primo

§ 1.

4. Dato sulla retta un segmento B C e un punto 4, il segmento
determinato dal punto 4 e dal punto .medio di BC .& eguale
alla semisomma o alla semidifferenza dei segmenti 4B, 4C,
secondo che il punto A & esterno o interno al segmento B C,

. Posto (44) = o:

verificare che: 4B+ BAd=o0 AB+BC+ Cd=o.

6. Per I'addizione dei segmenti di verso opposto vale la legge

commutativa,

“

.
NER

7. Nella corrispondenza di eguaglianza fra la coppia (ab) di ver-
tice O e la inversa (ba), ad ogni segmento CD, la retta del
quale si appoggia ai lati @ e b della coppia (ab) nei punti
A e B tali che 04 = OB, corrisponde un segmento C'D’
della medesima retta e di verso opposto.

Se sulla coppia di raggi (ab) di vertice O si prendono nel
raggio a 1 due segmenti O4, OB e sul raggio b i due seg-
menti 04" = 04, OB'= OB, ¢ 44 = BB

9. Trovare una retta i cui punti corrispondano a se medesimi

nella corrispondenza di eguaglianza delle coppie (ad) e (ba).

§ 3.

10. Date due rette parallele ¢ ¢ b e una trasversale qualunque r,
le quattro coppie di raggi determinate dalla a e dalla r sono
rispettivamente eguali alle quattro coppie di raggi determinate
dalla b e dalla r,

11. Date due rette parallele e una loro trasversale, ogni parallela
a questa che incontra una delle due rette incontra anche altra.

12. La congiungente i punti' di mezzo di due lati di un triangolo
& parallela al terzo lato; e inversamente la parallela condotta
dal punto di mezzo di un lato di un triangolo a un altro lato
dimezza il terzo lato.

&



14.

—
“

17

19

20.

21.

22.

2%.
24.

. Luogo dei punti di mezzo dei segmenti che escono da un

punio e vanno ai punti di una retta.
Un segmento cogli estremi in due punti interni di due lati di
un triangolo e parallelo al terzo lato & minore di questo lato.

Libro secondo

§ 1.
Dimostrare per il fascio di raggi le proposizioni corrispon-
denti ai teor. dei num. 8 e ro.

NS

. Dimostrarc colla corrispondenza di eguaglianza fra 1" angolo

(ab) e t'angolo (ba), che la bissettrice di un angolo e quella
dell’angolo adiacente sono perpendicolari fra loro.

§ 3
Un triangolo che ha i suoi vertici interni ad un altro trian-
golo ¢& tutto interno al triangolo.

. Una retta del piano di un triangolo la quale non passa per

alcuno dei vertici, incontra internamente due lati o nessun
lato del triangolo (Ed. completa pag. so).
Una retta che ha un punto interno ad un triangolo, incontra
necessariamente il perimetro in due punti (ibid. §1).
Una retta non pud traversare pitt di quattro delle 7 regioni
del piano determinate da un triangolo.

§ 4
Se dagli estremi di un segmento si conducono due raggi in
una delle parti del piano determinate dalla retta del segmento,
i due raggi si incontrano in un punto s¢ la somma degli an-
goli da essi formati col segmento dato & minore di due retti.
Se la somma & maggiore di due retti si incontrano i loro
prolungamenti della parte opposta.
La perpendicolare ad una retta iucontra tutte Je rette non per-
pendicolari a questa retta. :
Duec triangoli coi lati paralleli sono equiangoli.
Le altezze, e cosi le bissettrici, che passano pei vertici della
base di un triangolo isoscele sono eguali (colla corrispondenza
di eguaglianza).
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38.
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§ s-

Se i triangoli ABC, ABD, 4 CD sono rispettivamente eguali
ai triangoli 4'B'C’y A'B'D’, A'C’D’ e i tre punti BCD sono
in linea retta, anche i punti B’C'D’ sono in linea retta,

Il perimetro di un triangolo ¢ maggiore della somma delle
distanze di un suo punto interno dai vertici del triangolo, e
minore del doppio della stessa somma,

Il perimetro di un triangolo interno ad un altro triangolo &
minore del perimetro di questo triangolo.

Luogo dei punti equidistanti da dus punti.,

Luogo dei punti equidistanti da due rette.

Sopra una retta esiste un punto equidistante da due punti dati,
se la retta non & perpendicolare alla retta dei due punti.
Dati due punti da una stessa banda di una retta r, determi-
nare un punto M di r tale che gli angoli di verso opposto
che i raggi M4, M B formano con r siano eguali.

§ 6

Se in duc triangoli ABD, ACD si ha BAD = CAD e i
punti B, C, D sono in linea retta ¢ BD = CD, i due trian-
goli sono eguali.

Se O & un punto interno ad un triangolo 4 B C, I'angulo BAC
¢ minore dell'angolo BO C.

Se in un triangolo rettangolo un angolo acuto ¢ doppio del-
Ialtro, 1" ipotenusa & il doppio del cateto minore.

L'altezza di un triangolo rettangolo passante pel vertice del-
I’angolo retto taglia il triangolo in du: triangoli equiangoli
fra loro e col dato.

La somma delle distanze di un punto qualunque interno della
base di un triangolo isoscele dagli altri due lati & costante.
La somma delle distanze di un punto interno di un triangolo
equilatero dai lati & costante.

Le figure rettilinee determinate da due gruppi di quattro punti
nel piano sono eguali se i segmenti che uniscono i quattro
punti di un gruppo sono ordinamente eguali a quelli dell'altro

gruppo.
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Due triangoli che hanno due lati e I'angolo opposto al mag-
giore rispettivamente eguali sono eguali (Ed. compl. pag. 63).
Le bissettrici degli angoli interni di un triangolo passano per
uno stesso punto, equidistante dai tre lati del triangolo
(ibid. 64).
Le mediane di un triangolo passano per uno stesso punto,
che divide ciascuna di esse in due parti, di cui quella che ter-
mina al vertice & doppia dell’altra (ibid. 70).
Le perpendicolari ai lati di un triangolo condotte per i loro
punti medii passano per uno stesso punto, equidistante dai
vertici (ibid. 71).
Le tre altezze di un triangolo passano per uno stesso punto
(ibid. 72).

57
Ogni retta avente un punto interno al poligono convesso in-
contra il perimetro di essa in due punti (ibid. 74).
[ punti medi dei lati e delle diagonali di un trapezio sono in
una retta parallela alle basi.
[ punt medi dei Jati di un quadrangolo sono i vertici di un
parallelogramma.
Se da un punto interno della base di un triangolo isoscele si
conducono le parallele agli altri due lati, il perimetro del pa-
rallelogramma cosi formato & eguale alla somma dei lati eguali
del triangolo.
1l perimetro di ogni poligono ¢ maggiore di quello di ogni
poligono convesso interno ad esso.
Ogni lato di un poligono & minore della metd del perimetro
di esso.
Le bissettrici degli angoli di un parallelogramma formano un
rettangolo, le cui diagorali sono parallele ai lati del paralle-
logramma.
Due poligoni che hanno i lati e gli angoli ordinatamente eguali
sono eguali.

§ 8.

Enunciare per la ¢irconferenza le proposizioni corrispondenti
ai teor. dei n. 8 e 10.

Gli archi di circonferenza compresi fra corde parallele sono
eguali,
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Per un punto interno al cerchio passa una corda, che viene
divisa per metd dal punto dato.

. Luogo dei punti le cui tangenti ad una circonferenza sono

eguali fra loro.

. Luogo dei punti tali che le tangenti da essi condotte ad un

circolo formano angoli eguali.

§9
L’asse centrale di due circonferenze contiene il segmento mas-
simo fra quelli 1 cui estremi sono situati rispettivamente sulle
due circonferenze,
Determinare i punti tali che le tangenti da essi condotte a
due circoli siano eguali ad un segmento dato.
Determinare i punti dai quali due circonferenze siano vedute
sotto angoli eguali.
Due circonferenze che non si tagliano hanno quattro tangenti
comuni, che a due a due si tagliano sull’asse centrale.

§ 10,

Ogni angolo avente il vertice nell’interno di un cerchio ¢
eguale alla semisomma degli angoli al centro che sottendono
gli archi compresi fra i lati dell’angolo ¢ dei suoi prolunga-
menti,

Se il vertice dell’angolo & esterno al cerchio, I’angolo ¢ eguale
alla semidifferenza degli angoli al centro che sottendono "arco
concavo e l'arco convesso compresi fra i lati dell’angolo.
Luogo dei punti dai quali si vede un segmento dato sotto lo
stesso angolo.

Dati due segmenti con un estremo comune, determinare un
punto dal quale i segment siano veduti sotto lo stesso an-
golo.

Esiste un punto di un triangolo, dal quale si vedono i suoi
lati sotto lo stesso angolo.

§ 11

0ss, I. — Si indichino sempre nella soluzione dei problemi i
casi di possibilita e di impossibilita.
0ss. II. — Nella soluzione dei problemi non vi sono regole

fisse e determinate; talora un problema pud essere risolto
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semplicemente ed elegantemente per vie diverse. Piti che tutto
vale 1" esercizio. Tuttavia vi sono alcuni metodi in base ai
quali si possono risolvere i problemi di cui non si veda tosto
la soluzione. Un metodo utile (metodo analitico) & ad es.
quello di ammettere il problema gia risolto, e, studiando le
relazioni fra i dati e le incognite, cercare di ridurre la solu-
zione del problema ad uno pil semplice, di cui sia gid nota
la soluzione, nello stesso modo che si riducono le soluzioni
dei problemi del testo alle costruzioni fondamentali indicate
in esso. II metodo sintetico procede invece dando le costru-
zioni necessarie, dimostrando poi che la soluzione ottenuta
soddisfa alle condizioni del problema.

Trattandosi di determinare la posizione di un punto si cerca
di individuarlo come intersezione di due luoghi, che nella
Planimetria elementare sono rette e circonferenze. Cosi ad es.
quando si tratta di individuare il punto che abbia da due punti
dati distanze date, si considera il punto come intersezione
delle due circonferenze descritte coi punti dati come centrie
colle distanze date come raggi. In altre parole si assoggetta
il punto successivamente alle condizioni del problema, deter-
minando poi i punti comuni -a due luoghi geometrici descritti
dal punto, secondo le condizioni date.

Talora si cerca di determinare un punto mediante l'interse-
zione di due rette assoggettate a certe condizioni.

E se trattasi di determinare nna retta, si procede nello stesso
modo; tutte le rette che soddisfano ad una data condizione
ad es. di essere equidistanti da un punto, determinano un
inviluppo. Se trattasi ad es. di determinare una retta per un
punto, che taglia in una circonferenza una corda eguale ad
un segmento dato, basta osservare che tutte le rette passanti
pel punto formano un fascio, e che le corde eguali di una
circonferenza, sono tangenti ad una medesima circonferenza,
e quindi per risolvere il problema basta determinare le rette
del fascio che sono tangenti all'ultima circonferenza,

Vi sono altri metodi, che saranno indicati quando saranno
stati svoiti i principi sui quali si appoggiano.

Nelle costruzioni- grafiche bisognerd cercare sempre la pit
semplice, che si ottiene impiegando il minor numero di ope-
razioni colla riga ¢ col compasso. Talora una costruzione
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semplice per la dimostrazione della soluzione di un problema
pud non esserlo per la esecuzione nel disegno, e viceversa.
Costruire la bissettrice di un angolo di vertice inaccessibile.
Inscrivere in un cerchio un triangolo equiangolo ad un trian-
golo dato.

Condurre pel punto comune di due circonferenze una secante
in modo che le corde in essa contenute siano viste dai centri
sotto angoli eguali.

Inscrivere un quadrato ad un quadrato.

Costruire un parallelogramma, dati un lato e le due diagonali,
Condurre per un punto interno ad un angolo un segmento
che si appoggi ai due lati dell'angolo e sia diviso dal punto
per meta.

Dividere un angolo retto in tre parti eguali.

Condurre le tangenti comuni a due circonferenze (casi diversi).

0ss. 11, — Dato il triangolo 4BC si indicheranno con d, 3, ¥

gli angoli, con g, b, ¢ 1 lati opposti ai vertici 4, B, C; e con
p il suo perimetro.

Costruire il triangolo, dati: a, @,b + ¢;oppure: ¢, B e p.
Costruire un cerchio: a) che passi per un punto e tocchi in
un punto una retta o una circonferenza; b) che tocchi una
retta in un punto e una circonferenza; ¢) che tocchi una cir-
conferenza in un punto e una retta; d) che tocchi due cir-
conferenze e una di queste in un punto dato.



APPENDICE ®

Poligoni equivalenti

I. Def. I. — 1) Se i perimetri di due poligoni
convessi 4 e B hanno uno o pitt punti, od una parte
in comune, e se i poligoni stessi oltre a cid non hanno
in comune alcun punto interno, i due poligoni diconsi
adiacenti.

2) E dicesi somma dei due poligoni convessi adia-
centi 4 e B, o didue poligoni ad essi eguali, la figura
data dai poligoni adiacenti 4 e B.

Ad es. il parallelogramma ¢ somma dei due trian-
goli in esso determinati da una sua diagonale (fig. 1).

o

Fig. 1

3) Le parti interne dei poligoni adiacenti 4 ¢ B
e i punti comuni che non appartengono al perimetro

#) Unendo la prima e la seconda parte, questa appendice
»ud essere tolta, essendo svolta nel libro 1V.
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della figura da essi determinata costituiscono la parte
interna della loro somma.

4) Se i perimetri della somma dei poligoni 4 e B
e di un terzo poligono convesso C hanno uno o pil
punti od una parte in comune, ¢ se la somma di 4 e B
ed il poligono C oltre cid non hanno in comune alcun
punto interno, la figura che si ottiene, dicesi somma dei
tre poligoni AB C, o di tre poligoni ad essi eguali. E
cost di seguito.

Def. I1. — 1) Figura poligonale dicesi un poligono
convesso od una figura somma di pit poligoni convessi.

2) E per parte peligonale di una tale figura inten-
desi una figura poligonale che sommata ad altre figure
poligonali determina la figura data.

IL. Def I. — 1) La somma S'di due figure 4 e B
si indica scrivendo :

S=4+ B

Le figure 4 ¢ B diconsi parti di S; e si dice al-
tresi che 4 ¢ la differenza di B da S; B la differenza
di 4 da S.

2) E se B = 4, S dicesi doppia di A e di B; e
A dicesi meta di S.

3) La somma S delle tre figure 4, B, C 'si indica
similmente con

S$S=4+B+C
Ese B= 4, C= 4, S dicesi tripla di 4. E

cost di seguito.

Def. II. — Due poligoni si dicono equivalenti se
sono somme di triangoli e quindi anche di parti poligo-
nali rispettivamente eguali.

Ad es. i due parallelogrammi 4, B determinati dallk
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somme degli stessi triangoli I e II, ma diversamente
disposti, sono equivalenti (fig. 2).

0ss. I. — Per esprimere che due figure 4 ¢ B
sono equivalenti, si suole scrivere

A4 =B oppure B = 4

Fig. 2

Teor. I. -- Figure poligonali eguali somo equiva-
lenti.

Infatti date due figure eguali, ogni divisione in parti
della prima, per la corrispondenza di eguaglianza delle
figure date, pud eseguirsi anche nella seconda, e in modo
che le parti siano ciascuna a ciascuna eguali.

Teor. II. — Somme di figure poligonali equivalent
sono equivalenti.

Se 4 = B, cid significa che 4 e B sono somme
te]
di triangoli A4'A4"A"' ... B'B"B"' ... rispettivamente
eguali.

E se sC—= D, ono parimenti C ¢ D somme di triangoli
C'C'"C"...D'D"D'.... rispettivamente eguali. Ma la
somma A + Ce la somma B+ D sono somme dei
triangoli 4'4" ..., C'C" ..., B'B"B"" ... D'D'D" ...
rispettivamente eguali; eppero: 4 + C = B 4+ D.

Teor. III. — Due figure poligonali equivalenti ad
una medesima figura sono equivalenti fra loro.

Siano 4 — C, B = C. Poiche 4 == C, 4 e C
sono somme di triangoli 4'4"..., C'C".... rispettiva-
mente eguali ; e poiché B = C, sono pure B e C somme
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di triangoli B'B"...., C{ C{".... ciascuno a ciascuno ri-
spetiivamente eguali. Se i triangecli C'C".... C/C)"....
sono clascuno a ciascuno rispettivamente eguali, il teo-
rema ¢& dimostrato, cioé 4 — B. In caso diverso os-
serviamo che un triangolo qualsiasi C’ del primo gruppo
potrd trovarsi nelle seguenti posizioni rispetto ad un
triangolo qualunque C' del secondo gruppo: 1) Il
primo non ha alcun punto in comune col secondo,
oppure ha col secondo solo dei punti del perimetro in
comune, come LM Q, RON oppure LMQ, MQN
(fig. 3); 2) il primo & contenuto nel secondo, oppure
questo contiene il primo, come Q MR, P M O oppure

M

Fig. 3

LMN, LMQ; 3)il primo e il secondo hanno cia-
scuno dei punti interni e dei punti esterni 'uno rispetto
all’ altro, come O MN e MPR. Nel primo caso C'
e C/ non hanno alcuna parte comune; nel secondc
caso o coincidono o l'uno ¢ parte dell’altro; nel terzc
caso uno almeno dei vertici di C' ¢ esterno a C}' ¢
almeno uno dei lati di C’ incontra il perimetro di Cy
In tal caso la parte comune ¢ il poligono determinatc
dalle intersezioni dei lati dei due triangoli. Il triangolc
C' o non ha parte comune con alcuno dei triango!
C) C".... ed allora appartiene esso stesso ad uno ¢
questi triangoli; ovvero ha una parte comune con al
cuni dei detti triangoli e in tal caso esso viene divis
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da questi triangoli in parti. Le parti e i triangoli co-
muni ai due gruppi di triangoli suddetti costituiscono
dunque la C e appartengono, rispettivamente ai trian-
goli C'C"..., C/'CY"...; essi determinano dunque una
nuova divisione in triangoli D'D"... di C, che appar-
tengono tanto ai triangoli C'C'".., quanto ai trian-
goli Cy Y.

Eseguendo quindi la suddivisione analoga nelle
parti eguali di 4 e in quelle di B, si trova che 4e B
sono somme di parti clascuna a ciascuna rispettivamente
eguali a D'D".. e quindi anche fra loro. Anche in tal
caso pertanto & A4 — B.

Oss. IL. — Ad es. il quadrato C e il rettangolo 4
(fig. 4) sono equivalenti perch¢ somme di due ret-
tangoli eguali e quindi dei quattro triangoli (12), (345),
(678), (910) segnati nelle due figure a tratto continuo.
Il quadrato C e il triangolo B sono pure equivalenti per-
ché composti di due triangoli rettangoli eguali, segnati
a tratto discontinuo, cioé (145610), (23789).

7
N

N,
N\,

3
VAN

w

Fig. 4

triangoli €y cio¢ (145610), (23789) in C determinano la
divisione in parti 1, 2, 3, (45), 6,(78), 9, 10 € quindi nei
triangoli D'D'' ... cio¢ 1,2,3,4,5,6, 7,8, 9, 10.



— 110 —

IIX. Teor. X. — Parallelogrammi di egual base ¢ di
eguale altezza sono equivalenti. :

Consideriamo dapprima il caso che le basi eguali
dei due parallelogrammi coincidano, e che i due paral-
lelogrammi stessi siano in uno stesso piano e si trovino
dalla stessa banda della base comune.

Poiche questi due parallelogrammi 4 BCD, ABC'D’
hanno eguali le altezze corrispondenti alla base comune,
le rette CD, C'D' per esser parallele alla 4B e per
aver eguale distanza dalla 4B coincideranno. E sara
inoltre CD = C'D'. Cid posto:

a) Se C' coincide con C e D' con D i due pa-
rallelogrammi coincidono e quindi sono anche equiva-
lenti.

b) Se le coppie di punti CD, C'D' si separano,
ad es. se C' & contenuto in CD, D' sard fuori di
CD (fig. 5a) e in tal caso i due triangoli 4CC'
BDD' avendo i lati 4C, AC' e I'angolo compreso
CAC' rispettivamente eguali ai latit BD, BD' ¢ DBD',
saranno eguali, e si conchiuderd che 1 due parallelo-
grammi dati sono equivalenti, essendo 1'uno somma
dei poligoni 4CC’;, AC'DB e I'altro somma dei po-
ligoni DBD', AC'BD rispettivamente eguali. Se C’
coincide con D il trapezio AC'BD si riduce ad un
triangolo, e i due parallelogrammi sono pure equiva-
lenti.

cc DD C D C' D'
A B A B
Fig. 5 ad

¢) E se le coppie di punt CD, C'D' non si
separano e sono disposte ad es. nell’ ordine CDC'D’
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(fig. 5 b)) porteremo a cominciar da D e nello stesso
verso di CD dei segmenti censecutivi eguali a CD
finché avremo ottenuto un segmento CX = (CD) n,
che termini in D' oppure in un punto fra C' e D' #¥).
Tutti i parallelogrammi di base 4B che hanno per lati
ad essa opposti i segmenti suddetti sono equivalanti al
parallelogramma ABCD; 1 ultimo di essi perod, per i
casi finora considerati a) &) ¢ equivalente anche al pa-
rallelogramma 4BC'D'. Adunque anche in questo caso
ABCD e ABC'D' sono equivalenti.

d) Che se i due parallelogrammi dati.non sono di-
sposti come nella dimostrazione precedente, noi sap-
piamo costruire nel piano del primo ABCD e dalla
stessa banda rispetto ad 4B un parallelogramma la cui
base coincide con 4B ed eguale a quello dato.

Cor. — Un parallelogramma ¢é equivalente ad un
rettongolo della stessa base e della stessa altezza.

Teor. XL, — Un triangolo ¢ equivalente ad un
rettangolo che ha per base la metd di un lato del trian-
golo ¢ per altezza Ualtezza corrispondente a questo lato ;
o ad un rettangolo che ha per base un lato del triangolo
e per altezza la mete dell’altezza corrispondente.

a) Siano ABC il triangolo, BC la base, 4G
I altezza corrispondente (fig. 6). La parallela ad 4B
condotta dal punto di mezzo E di BC incontra 4 C
nel suo punto di mezzo D; e se A F & parallelaa B C
si ha: AF = BE (c. I, t. VI, 27).

Ora, i triangoli 4 DF, ED C sono eguali per
avere un lato e gli angoli rispettivamente eguali (t. II, 27),

#) Qui si ammette il post. d* Archimede secondo il quale
dati due segmenti ¢ e f#, se a < /§ vi ¢ sempre un numero #
tale che & an > f,
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percid il triangolo 4 B C e il parallelogramma 4 BEF
sono equivalenti come somme del trapezio 4 DEB e
dei triangoli eguali 4 D F, D E C. Adunque il triangolo
AB C ¢ equivalente al parallelogramma 4 BEF della
stessa altezza A G e di base B E eguale alla metda del
lato B C; e percido anche ad un rettangolo della stessa
base ed altezza (c. t. ).

b) 1l triangolo 4B C ¢ equivalente al parallelo-
gramma 4 BEF e questo al rettangolo di base 4 B e
di altezza IH, essendo I C 1" altezza del triangolo 4 B C
passante per C. Ma I H ¢ la meta di CI (t. VI, 206)
dunque il triangolo 4 B C ¢ equivalente ad un rettan-
golo che ha per base un lato e per altezza la metd
dell’ altezza corrispondente del triangolo.

Cor. — Due triangoli che hanno eguali una base e
I altezza corrispondente sono equivalenti.

Essi sono infatti equivalenti ad uno stesso paral-
lelogramma di eguale altezza e di base eguale alla meta
delle basi eguali dei due triangoli.

0ss. — Per dividere un triangolo A B C in n trian-
goli equivalenti basta dividere un lato di esso, ad es.
BC in n parti eguali e congiungerne gli estremi col ver-
tice opposto 4. Se ABC' ¢ uno di questi triangoli si

scriverd: ABC' = (4BC) %—
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Probl. L. — Costruire un triangolo che sia equi-
~walente ad altro triangolo dato, ed abbia un'altezza eguale
ad un segmento dalo.

Siano a 1" altezza data, 4B C il triangolo dato. Si
conduca una parallela 7 alla base CB del triangolo 4BC
e dalla stessa banda di C, la cui distanza da C D sia
eguale ad a. Se la retta r passa per 4, il triangolo cer-
cato ¢ ogni triangolo di base BC col vertice opposto
sulla retta 7. Se la retta r incontra in F il prolunga-
mento del lato 4 C (fig. 7), si unisca F con B, da 4
si conduca la parallela 4D alla retta FB e si congiunga
Fcon D. I due triangoli 4DF, ADB sono equivalent,
per avere la stessa base 4D e la stessa altezza corri-

r /-.\ JF

Ped

S
S0
L

|
'
1
'
|

Fig. 7

spondente, cio¢ la distanza delle due parallele 4D, FB;
per cid le somme

ACD + ADF, ACD + ABD

saranno pure equivalenti. Ma la prima somma ¢ il
triangolo CFD la cui altezza rispetto alla base CD
¢ il segmento dato a, e la seconda somma ¢ il trian-
golo ACB. 1l triangolo FCD, e ognuno dei triangoli
di base eguale alla CD e di altezza a, sard il richiesto.

Se la 7 incontra invece il lato AC in un punto
interno F, la dimostrazione & la stessa; in tal caso
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perd i due triangoli 4BC, FCD sono somme dei
triangoli BCF, ABF; BCF, BFD.

Probl. IL. — Costruire un retiangolo di data al-
tezza che sia equivalente ad wn dato triangolo.

Sia ABC il triangolo dato; si costruisca il trian-
golo FCD di altezza a equivalente ad 4 B C. 1l rettan-
golo che ha per altezza a e per base la metd del seg-
mento CD ¢ quello richiesto.

Probl. 1X1. — Costruire un retiangolo di data al-
tezza equivalente ad una figura poligonale data.

Supponiamo anzitutto che la figura poligonale data
sia un poligono convesso ABCDF (fig. 8). Scelti
tre vertici consecutivi 4B C si tiri la diagonale 4 C,
indi la parallela alla 4C passante per B, la quale in-
contrerd il prolungamento del lato consecutivo a B C,
cioé¢ di DC, in un punto X; e si unisca 4 con X. I
triangoli ABC, AXC sono equivalenti per avere la base
AC in comune e 'altezza corrispondente eguale; quindi

Fig. 8

il poligono dato, che ¢ somma di 4CB col poligono
ACDE... sara equivalente al poligono AXDE... che &
somma di 4 CX col poligono ACDE... Cosi il poligono
dato ¢ equivalente ad un altre poligono avente un lato
di meno. Similmente da questo poligono se ne dedurrd
un altro, avente un altro lato di meno; e seguitando
la stessa costruzione, si perverrd ad un triangolo, equi-
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valente al poligono proposto. Questo triangolo poi- lo
si trasformerd in un rettangolo di altezza data, conforme
il problema precedente.

Se invece la figura data non & un poligono con-
vesso, ma bensi una figura poligonale, e quindi come
tale, somma di poligoni convessi (d. II, I) si trasfor-
merd come precedentemente ciascun poligono convesso
in un rettangolo equivalente e di altezza data 4, indi
sopra una retta si prenderanno dei segmenti consecu-
tivi e del medesimo verso eguali ciascuno a ciascuno
alle basi dei rettangoli cosi ottenuti. Il rettangolo che
ha per base la somma dei segmenti ora considerati e
per altezza | altezza data a sard manifestamente il ri-
chiesto.

1V. Lemma. — Il quadrato di un cateto di un
triangolo ¢ equivalente al retlangolo dell’ipotenusa e della
proiezione del cateto sull’ ipotenusa.

Sia ABC il triangolo rettangolo in A (fig. 9);
dico che il quadrato 4 BHI costruito sul cateto B4
¢ equivalente al rettangolo BDOML che ha per lati
BD = BC ¢ BL proiezione di 4B sull'ipotenusa B C.

/

Fig. ¢

Infatti essendo BAH e BAC angoli retti, i punti
A CH sono in linea retta. I triangoli BCI, BD 4 sono
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eguali per avere eguali i lati BC, BD; BI, AB e gli
angoli CBI, BDI eguali essendo :
[BC=TIBA~+ ABC, ABD = ABC~+ CBD
[BA= CBD

1l triangolo ABD ¢ equivalente alla metd del ret-
tangolo BD ML, perché ha la stessa base BD e per
altezza la distanza delle rette BD, AM, ciot BL, che
& 1 altezza del rettangolo.

Cost il triangolo BCI ¢ equivalente alla meta del
quadmto ABIH avendo per base BI e per altezza 4B,
‘ma i due triangoli 4BD, BCI sono eguali, dunque 11
rettangolo BDML e il quadrato ABIH essendo equi-

valenti al doppio di due triangoli eguali sono equiva-
lenti.

Teor. — In ogni triangolo rettangolo il quadrato
dell’ ipotenusa ¢ equivalente alla somma dei quadrati dei
cateti (teor. di Pitagora).

Siano 4 B C il wriangolo rettangolo, 4 BIH, A CFG,
BCED i quadrati costruiti sui cateti e sull’xpotenum
{fig. 9). Se da A4 si conduce la perpendicolare 4L M
sull'ipotenusa B C, si ha per il lemma:

ABHI — BDLM; ACFG =— CELM

da cui sommando
ABHI + ACFG = BDLM + CELM
BDLM + CELM — BCDE;
dunque in ogni triangolo ecc.
Probl. — Costruire un quad1 ato equivalente ad un
poligono dato.

Trasformato il poligono in un rettangolo equiva-
lente, il problema si riduce a descrivere un quadrato equi-
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valente ad un dato rettangnlo. Sia dunque ABCD il
rettangolo e sia AB > 4D (fig. 10). Si descriva su 4B
come diametro una semicirconferenza e sia AE = 4D
e si conduca la EF perpendicolare ad 4B. Dico che
AF ¢ il lato del quadrato cercato.

Fig. 10

Infatt il triangolo 4 BF ¢ rettangolo in F (c. II, 33)
e per cio il quadrato di AF ¢ equivalente al rettangolo
di 4B e di AE (lemma) ossia di 4B e di 4D, e quindi
¢ anche equivalente al poligono dato.




Hosted by GOOS[Q



ERRATA - CORRIGE

Pag. linea
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CORREZIONI ALLE FIGURE

Aggiungere nella fig. 36 la retta r passante per 4 alla retta s,
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LIBRO TERZO

§ 1.
Prime proprieta dello spazio

86. 0ss. emp. — Ricorrendo all'osservazione vediamo che
fuori di un piano 7 esistono dei punti; e che se due piani 7 e 7’
hanno in comune un punto, essi hanno ia comune altri punti
4, B,... ¢ quindi anche la retta che congiunge due qualunque di
essi (fig. 100).

POST. VII. — Esistono punti fuori del piano.

Post. *) — Due piani aventi un punio in comumne
hanno in comune una retia.
Teor. I. — Una retta, che non appartiene ad un

piano, o-I'incontra in un punto, od ¢ parallela ad una
retla di esso piano.

Siano (fig. 101) 7 e & la retta e il piano dati.
Per la retta e per un punto B di & facciamo passare
un piano; questo, avendo in comune col piano s il
punto B, avrd in comune una retta s (post. ¥). Le
due rette 7 ed s poi, essendo in un medesimo  piano,
o si incontrano, o sono parallele.

Def. 1. — La figura data dalle rette, che congiun-
gono i punti di un piano s con un punto O fuori di

(¥) V. Ed. compl. pag. 113.
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esso, e dalle parallele alle rette di # passanti per O,
dicesi stella di rette, o stella di raggi, secondo che si
considera come elemento di essa la retta o il raggio.
E il sistema di punti determinato da una stella di rette
dicesi spazio geometrico, o semplicemente spazio.

JT//
.
A
!.\
2 A AR B2
d

Fig, 100 Fig. 1ot Fig. 102

1l piano dato = dicesi piano direttore, il punto O
dicesi centro, e le rette O A4, O B.. che uniscono il centro
coi varl punti 4B... del piano direttore, come pure le
parallele O X, OY,... alle rette di esso, diconsi le gene-
ratrici della stella (fig. 102).

La stella di centro O e di piano direttore & si
dinota con (O=n), e lo spazio con Oux.

Cor. — La stelln pud essere generata congiun-
gendo il suo centro O coi punti di un piano w qualungue
non contenente O, e conducendo da O le parallele alle rette
del piano .

Infatti ogni retta della stella di centro O, o in-
contra il piano w, o & parallela ad una retra di .

0ss. -= Lo spagio geometrico, ¢ dunque suscet-
tibile di definizione: una vera definizione non pos-
siamo invece dare dello spazio fisico, come pure dello
spazio intuitivo. Si suol dire comunemente che lo spazio
fisico ¢ 'ambiente in cui avvengono i fenomeni fisici,
e in cui viviamo; e che lo spazio intuitivo & la
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imagine che noi abbiamo dello spazio fisico ; invece lo
spazio geometrico sopra definito ¢ un gruppo di punti,
le cui proprietd fondamentali necessarie allo sviluppo
della Geometria o sono tratte dallo spazio fisico, o in-
tuitivo, o non contraddicono alle proprietd cosi stabi-
lite. *)

Dich. — La parte della Geometria che tratta delle
figure sulla retta chiamasi Rettimetrin ; quella che tratta
delle figure sul piano, Planimetria ; e quella che tratta
celle figure non piane, Stereomelria. Le figure non si-
tuate sulla retta o sul piano diconsi figure stereome-
triche.

37. Teor. L. — Due piani qualunque sono eguali.

Infatti si possono costruire in essi due triangoli
aventi i lati rispettivamente eguali a dati segmenti; e
quindi mediante I'eguaglianza di questi due triangoli,
anche quando per lati si considerano le rette che uni-
scono i loro vertici, a due punti X, Y qualisivogliano
dell’ uno si possono far corrispondere due punti X', ¥’
dell’ altro in modo che sia XY = X' Y’ applicando il
procedimento usato nella dimostrazione del teor. II,
n. 27; quindi i due piani sono figure rettilinee eguali

(def. 14).

#) Dal post. VII e dai precedenti, come anche da quelli che
daremo in seguito, non si deduce il postulato ¥); ma si potrebbe
egualmente costruire lo spazio geometrico deducendone dalla co-
struzione tutte le sue proprietd, senza bisogno del post. ¥) mede-
simo. Questo & necessario soltanto per stabilire che lo spazio in-
tuitivo corrisponde a un tale spazio. Posta la questione in questo
modo, sono possibili degli spazi geometrici superiori che compren-
dono come elementi il punto, la retta, il piano, e lo spazio ordi-
nario, ¢ dove questi elementi si intuiscono rispettivamente allo
stesso modo. Vedi Ed. completa e Appendice.
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0ss. — Tutte le proposizioni enunciate per 'egua-
glianza di due figure piane valgono dunque, pel teorema
precedente, anche quando le figure sono situate in piani
diversi.

Teor. XI. — Le stelle di raggi sono eguali fra loro.

Siano O, O' le due stelle, e sia M il punto medio
del segmento O O'. Ad ogni raggio a della stella O ¢
opposto, rispetto ad M un raggio a' parallelo della
stella. O’ ; dunque le due stelle sono figure opposte ri-
spetto ad M e quindi (. III, 18) sono eguali.

Cor. — Lo spazio ¢ eguale intorno ai suoi punti.

Si dimostra come | analoga proprietd del piano
(c. t. 1II, 20).

§ 2.
Diedri

38, Def. X. — Fascio di piani (o di semipiani) dicesi
la figura data dai piani (o semipiani) determinati da
una retta 7 e dalle rette (o semirette) di un fascio col
centro sulla retta r. La retta » dicesi asse, ed il fascio
di retie fascio direttore del fascio di piani.

1 versi del fascio sono dati da quelli del fascio
direttore '

Teov. Y. — T versi di un fascio di piani sono dati
da quelli di un qualungue fascio di retle avente il centro
sull’ asse. '

Siano r lasse del fascio di piani, P il centro del fa-
scio direttore e P' il centro di un altro fascio di rette
situato sull’ asse (fig. 103), il cui piano incontri il piano
del fascio P in una retta s; dico che i versi del fascio
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di piani sono pure determinati da quelli del fascio di
rette di centro P’. Infatti i versi della retta s determinano
quelli dei due fasci P e P' di guisa che se X ¢ un
punto interno del segmento 4B iraggi PX, e P'X sono
interni agli angoli 4PB, AP'D.

Se P’ coincide con P, oppure se i piani dei due
fasci non si incontrano in una retta s,
allora si pud scegliere in # un terzo
punto P'" e un fascio di centro P'" il
cui piano tagli i piani dei due fasci P
e P’ in due rette 5 ed s applicando il
ragionamento precedente fra P e P",
e P' e P".

Cor. — Il fascio di piani é un sistema di piani li-
neare chiuso. '

Tale ¢ infatti un fascio di rette che ha il centro
sull’asse del fascio di piani, e che pud servire a generarlo.

Def. T1. — Angolo diedro, o diedro di due semi-
piani si intende una parte qualunque del fascio di semi-
piani, limitata da due semipiani. T semipiani che limi-
tano 1" angolo diconsi facce; la retta che essi hanno in
comune, spigolo del diedro.

Def. II1. — Se a e g sono le due facce, il diedro
si indichera o col simbolo {af), od anche col simbolo
a8 quando non vi sard equivoco col fascio determinato
dalle stesse due facce. Se # & 'asse del fascio, a ¢ b due
rette che si incontrano in 7 e situate in a e 3, il diedro
sard indicato anche col simbolo (a70) od anche con arb.

Due diedri con lo stesso spigolo, i cui semipiani
sono opposti rispetto all’ asse diconsi opposti.

Teor. II. — Due diedri opposti sono eguali.

Perche sono figure opposte rispetto ad un punto
qualunque dell’asse (c. t. III, 18).

Fig. 103
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Def. IV. — 1) Due diedri con lo stesso spigolo,
una faccia comune, e con le altre due facce opposte di-
consi adiacenti.

2) Un diedro le cui facce sono opposte dicesi die-
dro piatto.

0ss. — Due piani che si incontrano in una retta
determinano quattro diedri, che costituiscono insieme
il fascio determinato dai due piani.

§ 3
Rette e piani perpendicolari

39. Teor. I. — Se una retta ¢ perpendicolare a due
altre in uno stesso punio, essa ¢ perpendicolare ad ogni
altra retta del fascio determinato dalle prime due; e nes-
sun’ altra reita passante per quel punto € perpendicolare
alla retia data.

a) Sia la retta r perpendicolare nel punto P alle
rette a e b; dico che la » & perpendicolare ad ogni al-
tra del fascio ab (fig. 104).

T

Scelgansi in @ e b i punti 4 e B equidistanti da P
e siano A' e B' i punti opposti di 4 e B rispetto a P,
ed O un altro punro di ». I triangoli 4P O, A'PO,
BPO, B'PO sono tutti eguali per essere rettangoli in
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Pe per avere il cateto comune OP e gli altii cateti
eguali; dunque: O 4= 04'=0B=0D".

I triangoli OAB, OA'B' sono eguali per avere i
tre lati eguali; per la stessa ragione sono eguali i trian-
goli OA'B, OAB'. Premesso cid, sia ¢ una retta qua-
lunque del fascio ab; essa deve incontrare uno o l'al-
tro dei segmenti AB e 4B, ad es. 4B’ in C, e quindi
il segmento parallelo 4'B nel punto C' opposte di C
rispetto a P. Si ha per cio:

PC=PC AC=4'C B C=BC

I due triangoli O 4 C, OA4'C’ hanno due lati e I'an-
golo compreso ¢ eguali, cliot 0d =04" AC =4'C’
0AC = 04'C/, dunque OC = O0C'. Ma i trian-
goli OPC, OP C’, sono pure eguali per avere i tre lati

B g
eguali, dunque OPC= OPC’, vale a dire la retta r
¢ pure perpendicolare alla retta c.

Lo stesso ragionamento vale anche se la retta ¢
incontra il segmento AB; cosi che la prima parte del
teorema ¢ dimostrata.

b) Data un’altra retta y passante per P e non si-
tuata nel piano ab, dico che y non & perpendicolare alla
retta 7. Infatti il piano yr taglia il piano ab in una
retta passante per P, la quale & perpendicolare alla 7 e
distinta da y; dunque la y non pud essere perpendico-
lare alla retta 7 (c. I, t. III 23). Resta cosi dimostrata
anche la seconda parte del teorema.

Def. — Una retta ed un piano diconsi perpendi-
colari 1" una all’ altro se la retta & perpendicolare a due
rette del piano passanti pel suo punto d’intersezione col
piano.

Un raggio ed un piano diconsi perpendicolari se il
raggio appartiene ad una retta perpendicolare al piano.
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Teor. I1. — Per qualsiasi punto d'una retta, o fuori
della retta, si pud condurre un solo piano perpendicolare
alla retta.

La prima parte discende senz'altro dal teorema pre-
cedente, quando il punto dato giace nella retta. ‘

Quando il punto P ¢ fuori della » basta condurre
da P la perpendicolare 7' alla 7 nel piano Pr, la quale in-
contrerd r in un punto P'. Il piano perpendicolare in P’
alla retta » deve passare per #' e quindi anche per P
(t. ). Ma vi & un solo piano perpendicolare in P’
alla r; dunque ecc.

Teor. IXI. — Per qualsiasi punto di un piano, o fuori
del piano, si pud condurre una sola relta perpendicolare al
piano.

a) Sia in primo luogo P sul piano z; dico che per
P passa una sola perpendicolare al piano (fig. 105).

Fig. 105 Fig. 106

Per P conduciamo due rette b e ¢ ad arbitrio sul
piano 7z, e poi i piani # e y rispettivamente perpendi-
colaria b e ¢: questi piani si tagliano secondo una retta a,
che essends perpendicolare alle rette & e ¢ (t. I) ¢ per-
pendicolare al piano &, Ogni altra retta y passante per P
determina con @ un piano che taglia il piano = in una
retta, alla quale ¢ perpendicolare la retta a e rispetto
alla quale y ¢ un obliqua. Dunque la retta @ ¢ 1" unica
perpendicolare condotta per P al piano .
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b) Sia il punto P fuori del piano z (fig. 106). Scelte
su questo piano due rette b e ¢ non parallele, e da P
condotti i piani perpendicolari a queste rette, questi in-
tersecheranno il piano z in due rette b’ e ¢’ perpendico-
lari rispettivamente a b e ¢. (t. I). Queste rette dovranno
incontrarsi in un punto 4, perché se fossero parallele,
tali dovrebbero essere anche le rette b e c.

Si conduca dal punto C d'intersezione del piano
perpendicolare condotto da P a ¢ la parallela CP' a
PA e da A la parallela ¢ alla ¢, che ¢ situata in .
L’angolo delle due rette CP' e ¢ & retto per essere ¢
perpendicolare al piano PAC, e quindi ¢ retto anche
1" angolo delle rette PA e ¢" (t. 1I, 23). Analogamente
P4 ¢ perpendicolare alla retta b condotta da 4 pa-
rallelamente alla retta b; dunque P4 essendo perpendi-
colare alle rette 2" e ¢’ & perpendicolare al piano .
Che poi questa retta P4 sia 1" unica perpendicolare al
piano x fra le rette passanti per P, cio risulta osser-
vando che ogni altra retta PA4’, essendo 4’ un puato
di 7 non & perpendicolare alla retta AA4' e per cio
neppure al piano & (t. I).

-Cor. — Per un punto passano infinite terne di rette
a due a due perpendicolari.

Invero in un piano s qualsiasi passante pel dato
punto P si possono condurre infinite coppie di rette
perpendicolari (c. IV, t. UI, 23). La perpendicolare a in P
al piano forma con quelle coppie. infinite terne di rette
a due a due perpendicolari.

Variando il piano passante per P si ottengono altre
terne analoghe.

40. Def. I. — Sesione piana di un angolo diedro
chiamasi 1" angolo 1 cui lati sono i raggi d'intersezione
di un piano colle facce del diedro. Se i lati della sezione
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piana sono perpendicolari allo spigolo, la sezione piana
dicesi sezione mormale.

Teor. L. — Le sezioni normali di un angolo diedro
sono eguali. ‘

Infatti i lati di due sezioni normali situati su una
stessa faccia del diedro sono perpendicolari allo spi-
golo del diedro (d.I), dunque sono paralleli, e per cio
le sezioni normali sono eguali (t. II, 23 e o. 27).

Teor. II. — Se due diedri sono eguali, sono eguali
anche le loro sezioni mormali.

Siano a f, a'p’ i diedri dati eguali, di assi CP,
C'P’ (fig. 107). Nella loro corrispon- P’
denza di eguaglianza, alle rette P4, PB A
di @ e B incontrantisi in un punto P //5 /
dell'asse e perpendicolari all’asse stesso, ‘¢

A
. y . J
corrispondono nell’altro diedro le rette P «
. o e y {) 1
P'4’, P' B’ incontrantisi in un punto BB
dell’ asse P'C’, sitnato in o' e p' e ol

perpendicolari a C'P' ; dunque le se-
zioni normali 4P B, A'P'B’ dei due
diedri e quindianche tutte le altre (t. I) sono eguali.

Teor. IIY. — Due diedri che banno sezioni normali
eguali sono eguali.

Siano arb, a'r'b' 1 due diedri; ab, a'b’ le loro
sezioni normali eguali di vertici P e P’ (fig. 108). Si
stabilisca la corripondenza di eguaglianza fra le coppie
ab e a'b' ele due rette v ed r' a partire da P ¢ P’
in un dato verso. Si conduca per un punto qualunque X
della coppia @b un raggio x parallelo ad r, ed a questo
raggio facciasi corrispondere il raggio parallelo condotto
da X' ad 7', dello stesso verso o di verso opposto di r',
secondo che x ¢& dello stesso verso o di verso opposto
di r. Cost si faccia per un altro punto analogo Y.

Fig. 107
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Ad un punto X, del primo diedro corrisponde un
punto X,' del secondo tale che XX, = X'X|". Dico
che la corrispondenza cos! stabilita fra le figure retti-
linee determinate dalle due coppie di piani ra, 7b;
r'a', r'b' & una corrispondenza di eguaglianza. Osser-
viamo dapprima che tirando da P e P’ le parallele c e ¢
a XY, X'Y', essendo gli angoli rc e #'¢" retti(t. 1, 39),
anche gli angoli X; XY, X{/X'Y' sono retti. Dati
dunque due punti X, Y, del primo diedro, costruiamo
i punti X, Y in (ab); quindi i punti corrispondenti
X', Y in (a'b"), e poi ipunt X;' e Y}’ nel modo in-
dicato. Vogliamo provare che X, ¥V, = X' Y)'. Con-
dotte per Y, e Y le parallele a XV, X' Y’ fino al-

Fig. 108

I"incontro con le rette X; X, X' X/ in Ze 2 siha:
ZY, =XY=XY =2'Y/
ZX, = 2'X; e X2V, = X[ Z'Y,

dunque i due triangoli X;Z Y, e X' Z'Y' sono eguali,
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e per cid X, Y, = X|'Y,. Ma i diedri dati sono figure
corrispondenti nelle figure rettilinee determinate dalle
loro facce; dunque essi sono eguali.

Cor. I. — Due fasci di piani sono eguali.

Perche le loro sezioni normali sono fasci di rette
eguali (t. III, 20) e ad angoli eguali di questi corrispon-
dono diedri eguali dei fasci di piani, e quindi a due
punti qualunque dell’ uno si possono far corrispondere
univocamente due punti dell” altro, aventi la medesima
distanza, e percio 1 due fasci sono eguali.

Cor. II. — Lo spazio ¢ eguale intorno alle sue
vetle.

Perché la corrispondenza di eguaglianza fra due
fasci di piani di anche-quella dello spazio intorno ai
loro assi.

Teor. V. — 1l fascio di piani é un sistema lineare
omogenceo.

1l fascio di rette determinato da una sezione nor-
male & un sistema lineare omogeneo, vale a dire a par-
tire da una retta qualunque in uno o nell altro verso
si pud considerare un solo angolo eguale ad un angolo
dato, ed ogni angolo ¢ eguale al suo inverso; quindi da
un piano qualunque del fascio di piani si puo considerare
un solo diedro eguale ad ogni altro diedro dato in uno
e nell’ altro verso, ed ogni diedro & eguale al suo in-
verso.

Oss. I. — Per 1"oss. II, 7 si possono estendere
senz’ altro 1 concetti di somma, di maggiore e di minore
agli angoli diedri.

Cor. — Se un primo diedro & maggiore (minore) di
un secondo diedro, la sezione normale del primo ¢ mag-
giore (minore) della sezione normale del secondo. E veci-
procamente.
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Poiché se in primo luogo il primo diedro abc &
maggiore del secondo a'b’c’, esso sard la somma di due
diedri uno dei quali sard eguale al secondo; ed in tal
caso, fatta corrispondere ad ogni diedro la sua sezione
normale, la sezione normale del primo sard somma di
due angoli di cui uno ¢ la sezione normale del secondo
diedro e per conseguenza sara maggiore di questa se-
zione.

In secondo luogo se la sezione normale del primo
diedro & maggiore della sezione normale del secondo,
il primo diedro non pud esser minore del secondo per
la prima parte di questa dimostrazione: ne¢ pud esser
eguale al secondo pel teorema II; sard adunque ne-
cessariamente maggiore del secondo.

0ss. [I. — Le proprietd dei diedri adiacenti, le
proprietd dei diedri opposti all’ asse sono quelle stesse
degli angoli adiacenti e degli angoli opposti al vertice.
In virtd dei teor. Il e 1II le proprieta dei diedri di un
fascio di piani si possono dedurre direttamente da quelle
degli angoli di una sezione normale del fascio. Ad es.
un diedro pud esser diviso in un solo modo in due
parti eguali.

Def. I1. — La meta di un diedro piatto dicesi retio.

Def. TIL. — Due piani diconsi perpendicolari se
formano fra loro un diedro retto. '

Def. IV. — Piano bissettore di un diedro intendesi
un piano che divide il diedro in due diedri eguali.
Teor. V. — Se una retta v é perpendicolare ad un

piano mw, ogni piano passante per la retla v & perpendi-
colare al piano .

Sia A B ! intersezione di un piano qualunque 7"
passante per 7 col piano z; dico che ' & perpendicolare
a7 (fig. 109). Infatti se 4C ¢& la perpendicolare alla 4 B
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in z, il diedro wx' ha per sezione normale 1" angolo
retto CAD (t. [, 40), epperd ¢ retto. Sard dunque il
piano z' perpendicolare al piano =

Cor. — Per un punto dell'intersezione di due piani
st pud condurre un solo piano perpendicolare a ciascuno
di essi.

Siano @ e f i due piani dati che si incontrano nella
retta AB (fig. 110). Osserviamo dapprima che ogni
piano che passa per un punto P di 4B ed & perpen-
dicolare ad « e § deve essere perpendicolare alla retta
AB in P; dunque & unico.

D

P

(I o

Fig. 109

Il piano delle rette PC, PD perpendicolari alla
retta 4B e situate in a e f ¢ perpendicolare alla retta
AB e quindi anche ai piani a e g (¢t. V).

Probl. — Costruire un diedro eguale ad un. diedro
dato, essendo dato lo spigolo e una faccia del diedro.

Sia a lo spigolo, = un semipiano, faccia del diedro
che si vuol costruire, ¢ « la sezione normale del diedro
dato. Per un punto P di @ si condaca un piano per-
pendicolare ad @ che intersecherd = in un raggio b. Si
conduca in esso piano e per P un raggio ¢, che formi
con b !I"angolo a. Il semipiano ac & I altra faccia del
diedro richiesto (t. I e III) (fig. 111).

Il problema ammette due soluzioni essendovi un
altro raggio ¢' in & che forma con b 1'angolo «.
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Teor. VI. — Ogni piano s perpendicolare ad un
altro piano z' conliene le perpendicolari condolte dai suoi
punti al piano z'. '

Il diedro (mz') ¢ retto (fig. 112), e per cio la sua
sezione normale (r7') passante per un punto O di = ¢
un angolo retto, 1 cui lati # e #' sono situati rispetti-
vamente nei piani @ e¢ 7’ e sono perpendicolari all’asse
a del diedro. La retta r ¢ perpendicolare alle rette a
e 7' del piano #', dunque & perpendicolare a questo
piano. Ma pel punto O passa una sola perpendicolare
al piano z' (. 1I, 39), dunque la perpendicolare » con-
dotta da un punto O qualunque del piano 7 al piano z'
giace nel piano a.

Fig. 111t Fig. 112

Cor. -—— Due piani perpendicolari ad un lerzo pia-
no 7, ¢ che hanno un punio comune A, s intersecano in
una retta perpendicolare al piano .

Infatti la perpendicolare condotta per 4 al piano =
¢ situata nei primi due.

Teor. VII. — Per ogni retta s non perpendicolare
ad un piano s si pud condurre un solo piano perpendico-
lare al piano a.

Infatti la retta s e la perpendicolace » al piano =
passante per un punto O di s determinano un piano '
‘fig. 113). Questo & I'unico piano passante per la
-etta s e perpendicolare al piano 7, perocch¢ se per
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s passasse un secondo piano perpendicolare a z la s sa-
rebbe perpendicolare a a, contro l'ipotesi.

Cor. — Le rette perpendicolari cendotte dai punti di
una retta ad un piano giacciono in un allro piano perpen-
dicolare al primo piano (t. VI).

§ 4

Rette e piani paralleli

41. Teor. I. — Due rette parallele ad una terza
sono parallele fra loro. ‘

Se a & parallela alla ¢, e b & parallela alla ¢, dico
che a & parallela alla b.

Il teorema & stato gid dimostrato nel caso che
a, b, ¢ appartengano al medesimo piano (c. III, t. IV 23).”

Se a, b, ¢ non sono nel medesimo piano, per un
punto P di & si facciano passare i due piani Pa, Pc, e
si indichi con s la retta intersezione di questi due piani:
basterd dimostrare che s ¢ parallela alla retta a (fig. 114).

Fig, 113 Fig. 114

Infatti se la s incontrasse la 4 in un punto, questo sa-
rebbe comune ai piani Pa e Pc e al piano ac, epperd
questo punto dovendo essere situato sulle rette di in-
tersezione di questi tre piani a due a due, apparterrebbe
alla retta ¢, contro 1'ipotesi che sia a parallela alla ¢
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La retta s poi, come parallela alla 2 deve coincidere con
la b, perché nel piano Pa e pel punto P passa, come si
sa, una sola parallela ad una retta a.

Teor. L. — Le parallele alle rette di un fascio,
condotte per uno stesso punto cosiituiscono un fascio.

Infatti la figura data dai raggi abec... del fascio Pr,
uscenti da P e la figura data dai raggi a’b'c’... paralleli
al primi e passanti pel dato punto P’ (fig. 115), sono
figure opposte rispetto al punto medio O di PP’, e come
tali sono eguali fra loro. E come i raggi uscenti da P
formano un fascio, cosi nella figura eguale ad esso, i
raggi uscenti dal punto corrispondente di P’ formeranno
un altro fascio.

Cor. — Se due vette a, b passanti per un punio P di
un piano sono parallele a due rette o’ b' di un altro piano,
ogni altra retta del piano, determinato dalle due prime, ¢
parallela a una retta del secondo piano.

Basta osservare che a' e b’ devono incontrarsi in
un punto P’, perché se fossero parallele, tali dovreb-
bero essere anche a,b (t. I); e quindi ad ogni retta
del fascio di centro P nel primo piano corrisponde una
retta parallela del fascio di centro P' nel secondo.

42, Def. I. — Una retra r dicesi parallela ad un pia-
70 7 se essa non giace in s, ed ¢ parallela ad una
retta di 7.

0ss. I. — Dal teor. I, n. 41 e dalla def. precedente
segue che rispetto alla posizione che una retta ed un
piano possono avere relativamente 1'una all” altro nello
spazio, o la retta giace nel piano, o la retta ha un solo
punto in comune col piano, o ¢ parallela al piano.

Teor. I. — Le rette parallele ad una retta, che ¢é
parallela ad un piano, sono pure parallele al piano, se non
giacciono in esso.
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Infatti se » & una parallela al piano =, essa & pa-
rallela ad una retta s di #; e se #' ¢ una retta qual-
siasi parallela alla » fuori di =, ' & (t. I, 41) parallela
anche alla 5, e quindi al piano .

Cor. Se due rette sono parallele, un piano che
ne incontri una incontra anche I’ alira.

Def. TL. — Due piani distinti diconsi paralleli se
due rette del primo passanti per un punto sono paral-
lele a due rette del secondo piano (fig. 1715).

Teor. IL. — Le rette di un piano sono parallele ad
un piano ad esso parallelo.

Infatti siano a e b due rette di un piano = pas-
santi per P e parallele a due rette @’ e b’ del piano =',
incontrantisi in P’ (fig. 115); ogni retta s di = ¢ paral-
lela ad una retta ¢ passante per P, e ¢ ¢ parallela ad
una retta ¢' del piano z' passante per P’ (c. t. II, 41);
dunque s & parellela a ¢’ e quindi al piano z'.

, w
m //
s

) 3 AN

0. Ol
P J
’ 6
e ><
C T
Fig. 115 Fig. 116
Oss. IT. — Se due piani sono paralleli, essi non

hanno alcun punto in comune; perche se si incontras-
sero ad es. in P, avrebbero in comune una retta ed una
altra retta di uno dei due piani che incontrasse questa
retta incontrerebbe 1’altro piano, il che & assurdo (t. II).

Teor. III. — Per una retta parallela ad un piano
passa un piano ad esso parallelo.
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Infatti sia #' la parallela al piano z e quindi paral-
lela ad una retta » di = (fig. 116), e da un punto P di »'
si tiri la parallela s’ ad una retta 5 di = che incontra
la retta r; le due rette 7', s' determinano un piano =’
che ¢ parallelo a =

Teor. IV. — Due piani paralleli ad un terzo piano
sono paralleli fra loro.

Infatti se #' ¢ parallelo a «, due rette non paral-
lele a', b' di &' sono parallele a due rette 4, b di =
e se ' ¢ parallelo a # vi sono in &' due rette a'' b”
parallele alle rette @, b. Ma rette parallele ad una me-
desima sono parallele fra loro; dunque le rette a' e '
sono parallele alle rette a' e b", epperd =’ & parallelo

aa'’.

Teor. V. — Le intersezioni di due piani paralleli
con un terzo piano somo parallele.

Sia 7 il piano che interseca i due piani paralleli 7'
en' esiano s, s' le due rette di intersezione (fig. 117);
dico che queste due rette sono parallele. Se queste due

!

o r
I e
=y -' r J
7 , /4,_ n ks Q
Fig. 117 Fig. 118

rette non fossero parallele, siccome giacciono in un me-
desimo piano, esse dovrebbero incontrarsiin un punto O,
che sarebbe punto comune ai tre piani, e quindi anche
ai piani #’ e ="', il che non ¢ (oss. II).
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Cor. XI. — Due parallele intersecano due piani pa-
ralleli fra loro e non paralleli ad esse, in quattro punti,
che sono vertici di un parallelogramma.

Le parallele #, s intersechino rispettivamente i piani
paralleli z' =" nei punti PP', Q Q" (fig. 118). Il piano =
determinato dalle rette 7 ed s incontrera »' e #'' se-
condo due parallele; eppero il quadrangolo PQP'Q' &
un parallelogramma,

Cor. I1. — I segmenti di due parallele, che inter-
secano una retta e un piano paralleli, sono eguali.

Si conduca da un puato P’ della retta P'Q' parallela
al piano z"" la parallela ad un’ altra retta di 2" che non
sia parallela alla PQ, e si sard ricondotti al coroll. pre-
cedente.

Teor. VI. — Per un punio si pud condurre uno ed
un solo piano parallelo a due rette non parallele.

Siano r ed s le rette non parallele, e P il punto
dato (fig. 119). Un piano passante per P e parallelo alle
rette 7 ed s deve contenere le parallele ad 7 e ad s uscenti
da P; ma due rette uscenti da un punto P determinano
un unico piano; dunque ecc.

Cor. T. — Per un punto si pud condurre uno ed
uno solo piano parallelo ad un piano dato.
Cor. II. — Per una retia si pud condurre uno ed

uu solo piano parallelo ad ww’ altra retta che non incon-
1ri la prima.

Questo & il caso del teor. precedente, ove P ¢ si-
tuato in una delle rette date.

Def. II1. — 1) Fascio di piani paralleli dicesi i
sistema dei piani paralleli ad un piano dato.

2) Una parte di questo fascio limitata da due pian
dicesi zona; e i due piani si chiamano facce dell:
zona.
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43; Teor. I. — Due piani distinti dello spazio e
non paralleli si incontrano in una retia.

Siano & e 7' 1 due piani; le rette del primo piano
uscentl da un punto P incontrano ciascuna in un solo
punto il secondo piano (fig. 120). Ora la retta che unisce
due di questi punti d'incontro 4 e B, giace in entrambi
i piani, 1 quali per ci6 hanno in comune la retta 4B,
Essi poi non possono avere in comune oltre la 4B
alcun punto, perché coinciderebbero, contro la ipotesi
fatta, che siano distinti.

Fig. 119 Fig. 120

Cor. — Date due rette sghembe, per un punto che
non giace in alcuna di esse passa una sola retta che o
le incontra tutte due, o ne incontra una ed & parallela al-
Ualtra.

La retta ¢ lintersezione dei due piani che uniscono
il punto con le rette date.

Teor. T1. — Tre piani, i quali a due a due siin-
contrano hanno in comune un solo punto, se la retta di
intersezione di due di essi mon € parallela, o non appartiene,
al terzo.

Infatti due dei tre piani si incontrano in una sola
‘etta, e questa incontra il terzo piano in un sol punto,
e non giace in esso o non ¢ parallela ad esso.



Nota

Metodo degli elementi all’ infinito

41 bis. In continuazione del n. 41 si pud procedere nel modo
seguente per definire le rette e i piani paralleli e per dimostrarne
le proprieta,

0ss. I. — Le rette di un fascio si ottengono congiungendo
il suo centro P coi punti di unma retta r qualunque del piano del
fascio, tranne la parallela r* condotta da P ad r. Per evitare que-
sta distinzione fra le rette del fascio rispetto alla direttrice r in-
troduciamo un nuovo punto colla seguente locuzione:

Dich. — La locuzione: Congiungere un punto P col punto
all infinito della refta r significa: condurre da P la parallela r’
ad .

0:s. II. — Con questo modo di dire due rette parallele st
incontrano in un punto all' infinito; ma si badi bene che cid non
significa che un tale punto esista effettivamente come gli altri.

Siano a e b due rette parallele, e C un punto fuori di esse;
la parallela ¢ condotta da Cad a & anche parallela a b, e con la
locuzione introdotta possiamo dire che congiungendo il punto al-
I'infinito di 2 e il punto all’infinito di una retta b qualunque pa-
rallela ad a con C si ottiene la stessa retta. Possiamo dunque
dire: che le rette @ e b hanno lo stesso punto all’ infinito, e che
un punto all’ infinito e un punto C determinano una sola retla.

Ora, la serie dei punti all’intinito delle rette di un piano # &
data dalle rette di un fascio P del piano =z, perché ad ogni retta r
di 7 & parallela una retta del fascio P (fig. 115). Ora, congiun-
gendo 1 punti all’infinito di & con un punto P, si ottengono le
rette di un fascio di centro P’ e quindi un piano =’ il quale ha
cosi la stessa serie di punti all'infinito del piano & Tale sistema
di punti all’infinito ¢ determinato da due qualunque dei suoi punti,
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perché questi, congiunti con un punto qualunque P determinano
un fascio di centro P, e quindi il suo sistema di punti all'infinito.

Def. I. — Il sistema dei punti all'infinito del piano si chiama
retta all’ infinito,

0ss. IIT. — Per la refta all’ infinito valgono dunque queste
due proposizioni:

Una retta all'infinilo ¢ delerminata da due qualunque dei suoi
punti.

Una retta all’ infinito e un punto fuori di essa determinano wun
piano.

0Oss. IV. — Se r ¢ una retta dello spazio, la parallela con-
dotta da O ad r & una retta della stella (Ox). Dunque il si-
stema dei punti all’ infinito dello spazio & determinato da quelli
delle rette di una stella {Ox), ed ¢ tale che una retta avente
due punti comuni con esso vi giace interamente, perch¢ & la
retta all’infinito di un piano della stella (Ox); e tale che due
delle sue rette qualunque si incontrano sempre in un punto cioé
nel punto all’infinito della retta d’intersezione dei due piani della
stella. O che hanno le due rette date come rette all’infinito.

Def. I, — Il sistema dei punti all’ infinito dello ‘spazio si
chiama piano all’infinito dello spazio.

0ss. V. — 1l piano all'infinito dello spazio soddisfa dnnque
alla proposizione:

Un piano all’ infinito ¢ determinato da tre qualunque dei suoi
punti non situati in linea retta.

0ss. VI. — In seguito alle cose dette pei punti effettivi e
per quelli all’infinito valgono le seguenti proposizioni:

Per due punti passa una sola retta.

Per tre punti qualunque mnon situati in linea relta passa un
solo piano.

Ogni retta che ha due punti comuni con un piano giace nel
piano.

Queste proposizioni, in virta delle locuzioni introdotte, hanno
per gli elementi all'infinito un significato determinato. Per punto
retta e piano intenderemo sempre quelli effertivi; quando si po-
tessero intendere anche quelli all” infinito lo diremo espressamente.

11 teor. I del n. 36 pud essere enunciato cosi:

Una relta ed un piano si incontrano in un punto, se la refia
non appartiene al piano, perché il caso in cui la retta & parallela
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ad una retta del piano, rientra con la locuzione stabilita in quello
in cui la retta incontra il piano in un punto.

42 bis. Def, I. —— Un piano ed una retta che non appartiene
al piano dicousi paralleli se il punto all'infinito della retta ap-
partiene alla retta all'infinito del piano.

Teor. I. — Le rette parallele ad una retta, parallela ad un
plano, o giacciono nel piano, o sono parallele al piano,

Infatti il loro punto comune all’infinito-é situato sulla retta
all’infinito del piano.

Cor. — Se due rette sono parallele, un piano che ne incontri
una, incontra anche 1’ altra.

Invero se il piano fosse parallelo alla seconda dovrebbe
essere parallelo anche alla prima, perché avrebbe con questa lo
stesso punto all’infinito, il che & contrario al dato.

Def. II. -— Due piani diconsi paralleli se hanno la stessa
retta all’infinito (d. I, 37).

Teor. II. — Due piani distinti dello spazio si inconirano in
una retta.

Siano # e @' i due piani; dico che siincontrano in una retta
(fig. 120). Infatti sappiamo che le rette del primo piano incontrano
ciascuna in un sol punto il secondo piano; ora la retta che
unisce due di questi punti d'incontro 4 e B giace in entrambi i
due piani, sicche i due piani hanno in comune la retta 4 B.

Essi poi non possono aver altro punto in comune all'infuori della
retta 4 B, perch¢ altrimenti non sarebbero distinti.

Oss. I. — La retta d'intersezione di due piani pud esser
una retta all'infinito, ed in tal caso i due piani non si incontrano
in alcuna retta effettiva. Pud darsi ancora che uno dei due piani
sia all'infinito, e il teorema.é& una conseguenza delle locuzioni
introdotte.

Cor. — Date due rette sghembe, per un punio che non giace
in nessuna di esse passa una sola refla che le inconlra tutte e due.

La retta richiesta & la retta d’intersezione dei piani Pr, Ps
determinati dal punto P e alle rétte r, s date.

Teor. III. — Tre piani si incontrano in un punto, se I'inter -
sezione di due tra essi non appartiene al teryo.

Infatti due piani si incontrano in una sola retta; questa in-
contra il terzo piano in un sol punto, se non giace in esso piano.
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0ss. 11. — Questo punto pud esser anche un punto all’in-
finito, quando cioé I'intersezione di due dei tre piani & parallela
ad una retta del terzo, o ancora quando i tre piani contengono
tre rette parallele fra loro.

0ss. 11, — Questi teoremi provano che nelle proposi-
zioni che si basano sulle intersezioni di due rette, di due o tre piani,
di una retta ¢ un piano, non occorre fare alcuna distinzione fra
gli elementi effettivi e gli elementi all’infinito.

Teor. 1V. — Per una retta parallela ad un piano passa un piano
parallelo a questo piano.

Infatti sia # la retta parallela al piano x (fig. 116). Il punto
all’infinito di ' & sitwato sulla retta all’infinito del piano =, dunque
questa retta e la # determinano un piano ' che & parallelo al
piano 7.

Teor. V. — Due piani paralleli ad un terzo piano sono paral-
leli fra loro.

Perche¢ essi hanno la stessa retta all’infinito.

Teor. V. — Le inlersexioni di due piaui paralleli con un
derzo piano non parallelo ad essi sono parallele.

Sia & il piano che interseca i due piani paralleli «/, =", e
siano s s” le due rette d’intersezione, dico che queste due rette
sono parallele (fig. 117). Infatti queste rette dovranno passare per
il punto comune ai tre piani, ciot per il punto in cui = taglia la
retta all'infinito comune a 7' e 7' ossia esse passeranno per lo
stesso punto all'infinito, ¢ quindi saranno parallele.

Cor. 1. — Due parallele intersecano due piani paralleli fra
loro e non paralleli ad esse in qualtro punti che sono wvertici di un
parallelogramma.

Le parallele # s intersechino i piani paralleli 77’ 7' nei punti
nei punti P P, Q O rispettivamente (fig. 118). Le rette r, s es-
sendo parallele determinano un piano 7%, il quale incontra a ol
secondo due rette parallele P Q" e PQj il quadrangolo PQ P O
¢ dunque un parallelogramma.

Cor. 1. — I segmenti di due parallele che intersecano una retta
ed un piano paralleli, sono eguali. '

Perché per la retta si pud condurre un piano parallelo al
piano dato; e con cid si & ricondotti al caso del cor. I.

Teor. VII. — Per un punto si puo condurre wio ed wun solo
piano parallelo a due relte non para'lele.
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Siano » e s le rette e P il punto dato (fig. 119). Un piano
passante per P e parallelo alle rette r e s deve contenere i punti

all’infinito di » e s, dunque esso & il piano, e il solo piano che
passa per P e pei punti all'infinito di » e s.

Cor. 1. — Pér un punto si pud condurre uno e un solo piano
parallelo ad un piano dato,
Cor. 11. — Per una retta si puo condurre uno ed un sol piano

parallelo ad nw’ altra retta che non incontra la prima.
Questo & il caso del teorema precedente, in cui P & situato
in una delle rette date.

44. Teor. I. — Una retta perpendicolare ad un piano
¢ perpendicolare a tutti i piani paralleli al dato. Le per-
pendicolari ad un piano sono parallele; e le parallele ad
una perpendicolare ad un piano sono perpendicolari a que-
sto piano.

a) Siano p la retta perpendicolare al piano z, e ="
un piano ad esso parallelo (fig. 121). Per la perpendi-
colare p al piano = si faccia passare un piano che ta-
gli # e 7' in due rette @ e a’, che sono parallele, es-
sendo #' parallelo a 7; gli angoli ap e a'p sono dun-
que retti.

o A B
BiaN .

Fig. 121

b) Se p e p' sono perpendicolari a 7, il quadrangolo
AA' BB' e un rettangolo, e quindi p e p' sono parallele.
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¢)Se p' & parallela a p e incontra 7 e n’ nei punti
B e B, la figura AB A'B' ¢ un parallelogramma che
ha i due angoli in 4 e in A' retti; dunque 4B A'B’
& un rettangolo, e quindi p' & perpendicolare ad 4'B’.
Scelta un altra perpendicolare p; a =, il piano p'p, de-
termina un nuovo rettangolo 4, 4'y BB’ e quindi p' ¢
perpendicolare ad 4,'B epperd anche al piano z (t. I, 39).

Cor. — Tutti i piani perpendicolari ad una retta
sono paralleli; e tutti i piani paralleli ad un piano per-
pendicolare ad una retta sono perpendicolari alla retta.

a) Se = e n' sono perpendicolari alla p, la retta p
¢ pure perpendicolare al piano parallelo a & passante
per A; ma per un punto non passa che un solo piano
perpendicolare ad una retta, dunque il piano =’ & pa-
rallelo a a.

b) La retta p, essendo perpendicolare a =z, ¢ per-
pendicolare ad ogni piano =’ parallelo a z, dunque ogni
piano parallelo a = & perpendicolare alla retta p.

Teor. 1. — I diedri formati da piani paralleli
sono eguali.

L’ asse di uno dei diedri ¢ parallelo ai piani del-
I'altro e quindi anche all’ asse di esso. Un piano per-
pendicolare ad un asse ¢ dunque perpendicolare anche
all’altro (t. 1) e le sezioni normali dei due diedri hanno
i lati paralleli dunque sono eguali, e quindi anche i diedri
corrispondenti (t. III, 40).

Teor. IXY. — Tutti i piani paralleli ad un piano
perpendicolare ad un altro piano sono perpendicolari a que-
sto piano.

Sia @ un piano perpendicolare ad un altro piano
7, ¢ 7' un piano parallelo a = {fig. 121); dico che «a
¢ perpendicolare a x'. Infatti il piano « contiene la
perpendicolare p condotta da un suo punto A al piano =



— 98

1

{t. VI, g0) la quale & pure perpendicolare al piano =’
(t. ), dunque il piano a & perpendicolare al piano z'

(t. 'V, 40).

§ s

Parti dello spazio rispetto ad un suo piano

45. Def. I. — Per parti di una stella di centro S
rispetto ad un suo piano x (fig. 122) s'intendono quelle
determinate dagli angoli retti formati dai raggi ¢ e o
della perpendicolare 7 in § al piano m, limitati in § colle
rette @, b, del piano = passante per S.

Teor. I. — Ogni piano di una stella di raggi la
divide in due parti eguali.

abls
45°

S’l

Fig. 122

—
o

Stano § il centro della stella (fig. 122}, 7 un piano
di essa, p la perpendicolare a questo piano in § che
contiene i due raggi g o’ a partire da §; dico che le
parti della stella determinate in essa dal piano = sono
eguali. Infatti le due parti della stella determinate dal
piano z sono appunto quelle determinate dai semipiani
a9, bo,....ao', bo',.... passante per o, o' e limitati alle
rette a, b,.... del piano =. Esse sono figure opposte ri-
spetto al punto §, epperd sono eguali (t. III, 18).
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Cor. X. — Una parie della stella determinata da uw
suo piano pud esser gemerata congiungendo il suo ceniro
coi punti di un piano parallelo al piano dato.

Infatd ogni raggio S4 che congiunge un punto
del piano s’ parallelo al piano dato & col centro § forma
col raggio normale o un angolu minore di un retto.
La parte opposta & formata dai raggi opposti.

0ss. — Un piano parallelo ad un altro piano giace
dunque dalla stessa parte di questo piano; lo stesso dicasi
anche di ogni retta parallela al piano.

Def. T1. — Parti di spazio rispetio ad un piane si
intendono le parti determinate da quelle di una stella
qualunque che abbia il centro sul piano.

Cor. XI. — Le parti dello spazio rispetto ad uno o
a due piani somo eguali.

a dimostrazione ¢ analoga a quella del teor. I, 22.

Teor. I1. — Il segmenio di due punti situati da parti
opposte rispetto ad un piano, incontra il piano in un punto
interno al segmento. I reciprocamente.

Dimostrazione analoga a quella del teor. II, 22.

§ 6.

Distanze ed angoli

46. Def. X. — 1) Segmento normale o distanza di
un punto P da un piano m intendesi il segmento deter-
minato dal punto P e dal punto d’incontro (piede) col
piano della perpendicolare passante per P al piano.

2) Segmento obliquo condotto dal punto P al piano =,
intendesi ogni altro segmento che ha per estremi il
punto P e un punto qualunque del piano che non sia
il piede della perpendicolare.
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3) Il segmento compreso fra il piano del segmento
normale e il punto d’incontro col piano di un segmento
obliquo dicesi proiezione ortogonale o proiezione del seg-
mento obliquo sul piano.

Teor. Y. -— Il segmento normale condotto da un punto
ad un piano é minore di ogni segmento obliquo condotto
dallo stesso punio al piano; i segmenti obliqui aventi pro-
jezioni eguali sul piano sono eguali; e dei segmenti obli-
qui che hanno diseguali proieziont, quello ¢ maggiore che
ha proiezione maggiore.

a) Sia P A4 un segmento normale al piede 7, PB un
segmento obliquo (fig. 123) dico che ¢ P4 < PB.
Infatti 1"angolo PAB ¢ retto, e nel piano P4 B, il
segmento normale P 4 ¢ minore dell' obliquo PB
1, 25>

b) Sia ora PD un segmento obliquo avente proie-
zione eguale a quella di PB cioé 4D = AB; dico es-
sere PD = PB. Infatti i due angoli P4B PAD sono
retti e quindi eguali, epperd essendo B, D punti corri-
spondenti e P corrispondendo a st stesso, nella loro
corrispondenza di eguaglianza, si ha: PB = PD.

¢) Sia infine PC un segmento obliquo avente proie-
zione 4 C maggiore della proiezione 4B del segmento
PB; dico essere PC > PB. Presa sul segmento 4C
una parte 4D = AB, e congiunto D, con P si avrd
anzitutto PD = PB. Ma essendo D interno ad 4C e
P A4 perpendicolare ad AC si avrd PC > PD (t. 111, 25),
epperd PC > PB.

Cor. — Tutti i punti di un piano equidistanti da
un punto fuori di esso somo situati in una circonferenza
che ha per centro il piede della perpendicolare condotta dal
punio al piano.
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Infatti i triangoli P4 B, PAD sono rettangoli in 4,
hanno il cateto P4 comune e le ipotenuse eguali, dun-
sono eguali, epperd : 4B == AD.

Teor. II. -— I punti di una retta parellela ad un
piano sono equidistanti dal piano.

A B!

Fig, 123 Fig, 124

Sia v una retta parallela al piano = ¢ dai punti-4, B...
di » si conducano le perpendicolari al piano (fig. 124);
queste perpendicolari saranno parallele (t. I, 44) e quindi
AA'" e BB’ sono eguali.

Cor. — Le distanze dei punti di un piano da un
altro piano ad esso parallelo sono egnali.

Siano m «' due piani paralleli, e siano 4B due punti
di w, AA4', BB’ le distanze loro da =’ (fig. 125); la
retta AB & parallela al piano =’ : con cid siamo ricon-
dotti al teorema precedente.

Def. IT. — 1) La distanza di un punto qualunque
della retta parallela ad un piano da questo piano dicesi
distanza della retia dal piano.

2) E la distanza di un punto qualunque di un piano
da un altro ad esso parallelo dicesi distanza dei due
piani.

Teor. ITI. — Esiste un solo segmento normale a due
reite sghembe cogli estremi sulle due rette: questo segmento
é il minimo fra i segmenti che uniscono wun punto qua-
lunque dell'una con un punto qualunque dell’ altra.
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Siano r ed s le due rette non poste in uno stesso
piano; si vool dimostrare che esiste un solo segmento
normale ad esse e cogli estremi in 7 e s (fig. 126). In-
fatti si considerino 1 due piani g e ¢ I'uno passante per
la r e parallelo alla s, I"altro passante per la s e paral-
lelo alla 7. Il piano normale condotto per # al piano o
e quindi anche al piano o, incontra ¢ in una retta 7’
parallela ad 7 e non parallela a 5. Sia B il punto d'in-
contro di 7' con s. La perpendicolare condotta per B
al piano o, e quindi anche a o giace nel piano rv' ed
¢ perpendicolare ad 7 in un punto 4. Il segmento 4B
¢ il segmento normale richiesto. Nessun altro seg-
mento cogli estremi in 7 ed in s pud esser normale
alle due rette, perché un tale segmento deve appartenere
ai piani 7', ss' perpendicolari ai piani o e o.

B AT
A LT

ar |
ok Zp
g A B ™. ‘B i
A" /6‘ s

Fig. 125 Fig. 126

Resta a dimostrarsi che il segmento 4B & il mi-
nimo fra i segmenti che uniscono due altri punti di
res.

Sia 4'B' uno di questi segmenti; esso & obliquo
rispetto ad una o a tutte e due le rette 7 ed s, e quindi
non puod essere perpendicolare ai piani ¢ e 6. Condotto
per 4 il segmento 4B’ parallelo e quindi eguale ad
A'B', esso ¢ obliquo rispetto al piano ¢, dunque

AB < AB", e quindi 4B < A'B’
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Def. I1I. — La distanza data dal segmento nor-
male minimo di due rette sghembe si chiama distanza
delle due rette.

Teor. IV. — Di tutti gli angoli che un raggio obliquo
fa con i raggi di un piano passanti pel suo estremo, é mi-
nore quello formato dal raggio colla proiezione sul piano.

Sia P4 il raggio dato e AB la sua proiezione sul
pianc a3 sia inoltre 4X un raggio qualunque distinto
da 4B in «, dico che & PAB < PAC (fig. 127). Preso
AC=AB, e congiunti C e P, i due triangoli APB,
APC hanno due lati AP e AB rispettivamente eguali
a due lati AP e AC e il terzo disuguale, e propria-
mente PB < PC per essere PB il segmento normale
al piano =z; sard dunque PAB < PAC (t. 1V, 26).

Def. IV. — 1) Angolo normale od anche angolo
di un raggio o di una retia con un piano dicesi I'angolo
che il raggio o la retta fa con la sua proiezione sul

piano.
P
/f]
|
A _IB
A_ PN
Fig. 127 Fig. 128

2) Per anmgoli obliqui s'intendono quelli che il rag-
gio o la retta fa con ogni altro raggio o altra retta del
piano passante pel suo punto d’intersezione.

3) L’angolo formato dalla proiezione del raggio o
della retta sul piano col raggio o colla retta del piano
dicesi proiezione dell’angolo obliquo sul piano.
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Teor. Y. — Date due rette sghembe, se dai punti
di una qualungue di esse si conducono le parallele all’al-
tra, esse formano colla prima angoli eguali.

Siano a e b le due rette (fig. 128). Se da un punto
qualunque P di a si conduce la parallela b’ a b, e da
un punto qualunque P' di b si conduce la parallela a'
ad a, gli angoli (a'b), (a'b) sono eguali (t. II, 23).

Se b, ¢ la parallela condotta da un altro punto P’
a b', si ha pure (ab,') == (ab). Il teorema ¢ dunque di-
mostrato.

Def. V. — Per angolo di due rette sghembe inten-
desi I’ angolo che ciascuna di esse fa con una parallela
‘condotta da un suo punto all’ altra retta.

§ 7
Angoloidi

49, Def. I. — Tre o pit raggi abe.... uscenti da
un punto P considerati in un certo ordine e tali che
tre consecutivi qualunque di essi non sieno situati in
un medesimo piano, determinano una figura che si chia-
ma angoloide. Il punto P dicesi wvertice, i raggi a, b, c..
diconsi spigoli, gli angoli ab, be... facce, ed 1 diedri delle
facce consecutive si chiamano diedri dell'angoloide. Su-
perficie dell’angoloide dicesi linsieme delle sue facce.

Def. TI. — 1 Secondo che i raggi dell’'angoloide
SONo 3, 4, §... esso si chiama angoloide Iriedro, tetraedro,
pentaedro... L'angoloide triedro si suol dire piti sempli-
cemente friedro. I diedri di un triedro si dinoteranno
coi simboli abe, ach, bac; oppure coi simboli cba, bea,
cab; e il triedro stesso col simbolo abc o (abc) o con
simboli analoghi.
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2) Se due facce di un triedro sono eguali, il trie-
dro chiamasi f#riedro isoedro, ¢ la terza faccia, base del
triedro.

Se le tre facce sono unguali, il triedro si chiama #rie-
dro regolare. E se un diedro del triedro ¢ retto, esso
chiamasi #riedro retiangolo.

0ss. I. —— Per la stella si possono enunciare le
seguenti proposizioni :

Il fascio di raggi o di retle é un sistema lineare omo-
geneo (o0ss. I, 21).

Un angolo ¢ divisibile in due parti eguali (t. 21).

Pel centro di un fascio passano delle rette non appar-
tenenti al fascio stesso (post. III e VII).

Due fasci aventi due raggi o due rette in  comune
coincidono (c. I, t. 11, 19).

In un fascio esiste un angolo eguale ad ogni angolo
dato (t. 11, 20). .

Queste proposizioni corrispondono ai post. della
retta :

La retta ¢ un sistema lineare omogeneo (post. II).

Un segmento ¢ divisibile in due parti eguali (post. X II).

Esistono punti fuori della retta (post. III).

Esiste una sola retia che contiene due punti dati
(post. III).

Tn ogni retta esiste un segmento eguale ad un seg-
mento qualungue dato (post. IV).

Cosi alla proposizione la quale dice che un diedro
ab & eguale al diedro inverso ba, corrisponde nel piano
il postulato V sull’ eguaglianza delle coppie, ¢ quindi
degli angoli ab e ba.

Anzi, queste proposizioni si ottengono da quei
postulati, quando: al punto, alla retta, al segmento di due
punti, all’angolo di due rette del piano si facciano cor-
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rispondere rispettivamente: la refla, il fascio di raggi o
il piano, I'angolo di due rette, il diedro della stella.

In generale per la stella sussistono dunque tutle quelle
proprield che si sono dedotte mel piano dai soli postulati
sopramengionati, scambiandovi nel modo indicato i nomz.
degli elementi del piano con quelli della stella.

Ad esempio:

Come nel triangolo i prolungamenti dei lati costilni~
scono le tre rette del triangolo ; cosi nel triedro i prolumn-
gamenti delle facce costituiscono i tre piani del triedro.

Come ogni wvertice del triangolo ¢é opposto al lato degly
aliri due ; cosi nel iriedro ogni spigolo ¢ opposto alla
faccia degli altri due.

Come ogni lato del iriangolo ¢ adiacente a due an-
goli 5 cosi mel triedro ogni faccia é adiacente a due diedri.

Inoltre: 7

Alla retta perpendicolare condotia ad wuna retta, ai
segmenti normali ed obliqui di un punto rispetto ad una
retta, a due reite perpendicolari del piano, corrispondono
nella stella rispettivamenie il piano normale condotto da
un raggio o da una retta ad un piano della stella, gli
angoli normale ed obligui di un raggio o di una retia
rispetto ad un piano, due piani perpendicolari, ecc.

Una differenza sostanziale vi é perd fra la Geometria:
della stella e quella del piano, e ciot: mentre nel piano
vi sono rette che mon si inconirano effettivamente, cio¢ le
rette parallele, nella stella per converso due piani si in-
contrano sempre in una retta effettiva, passante pel centro
della stella stessa: sicché nella Geometria della stella. non
sussistono le proposizioni corrispondenti a quelle delle rette
parallele nella Geometria del piano.

Per la stella, come sara dimostrato, valgono ancora

i post. VIII e IX.
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Oss. II. — Per la stella valgono pero anche quelle
proprietd le cui dimostrazioni si appoggiano soltanto a
proposizioni comuni del piano e della stella, anche se
queste proposizioni furono dimostrate pel piano col ri-
corso delle parallele. -

Oss. III. — Se invece della retta si considera il
raggio come elemento della stella, sussiste ancora la
corrispondenza suddetta fra la stella ed il piano; solo
che due raggi della stella non determinano un fascio
quando sono opposti, ossia quando sono situati sulla
stessa retta.

Diamo ora qualche esempio per mostrare in qual
modo si possano dedurre dei teoremi della stella da
quelli del piano. ¥)

Teor. L. -— In ogni triedro ciascuna faccia & minore
deila somma delle alire due, e maggiore della loro dif-
ferenza.

Esso corrisponde al teorema: « In ogni triangolo
ciascun lato ¢ minore della somma degli altri due, e
maggiore della loro differenza. »

Seguendo nel modo sopra indicato la dimostrazione
di questo teorema (n. 25) diremo:

Nel triedro abc dico che & ad es. be < ca —+ ab.
Infatti si conduca da « il piano ad perpendicolare al
plano bec. Se il raggio d ¢ compreso nell’ angolo b ¢,

#) Sari bene che I'insegnante faccia fare agli alunni, come
esercizio, le dimostrazioni dei teor. II ecc. seguendo !'esempio
del teur. I. Cid non presenta alcuna difficoltd, ma ha il vantaggio
<he i giovani si impadroniscono meglio del principio di corri-
spondenza che sussiste fra il piano e la stella,
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(fig. 129 a) si ha (t. IV, 44) bd < ba, d¢ < ca,
quindi: be < ca + ab.
Se d coincide con ¢ o con b, per esempio con ¢
(fig. 129, b) si ha be < ab e percid:
be < ca + ab

Se d cade nel prolungamento di b¢ (fig. 129,¢) si ha
bd < ba be < bd quindi be < ba, e percid anche
be < ab 4+ ca

Quanto alla seconda parte del teorema sia ac una
faccia. Se fosse ac << ab — bc sarebbe pure

ac+be< ab

il che non &, come si & visto.

Cor. — La somma degli angoli di un raggio interno
ad un triedro coi due spigoli di una faccia é minore della
somma delle altre due facce.

. / \
/R\c /| e
A\ /
Q g}\ d a 2 ¢

Fig, 29 abe¢

La dimostrazione si ha nel modo sopraindicato da
quella del cor. del teor. II, 25.

Teor, II. — Gli angoli obliqui di una retta con
un piano che hanno eguali proiezioni sono eguali ; e in-

versamente. E di due angoli obliqui ¢ maggiore quello che
ba maggiore proiezione ; e inversamente.



— 89 —

Corrisponde al teor. III, 25 : i segmenti obliqui di
un punto ad una retta, che hanno eguali proiezioni sono.
eguali, e inversamente. E di due segmenti obliqui &
maggiore quello che ha maggiore proiezione, ¢ inver-
samente.

Teor. XXI. — Due triedri che hanno due facce e
Pangolo da esse compreso eguali sono eguali.
~ Corrisponde al teor. I, 27: « Due triangoli aventi
due lati e " angolo compreso eguali sono eguali ».

Teor. IV. — [l piano che unisce la bissettrice della
base di un triedro isoedro con lo spigolo opposto ¢é perpen-
dicolare alla base e bisseca il diedro di questo spigolo.

Corrisponde al teor. 24: La mediana di un trian-
golo isoscele che passa pel vertice opposto alla base ¢
perpendicolare alla base ed ¢ la bissettrice dell” angolo
al vertice.

Teor. V. — Due triedri aventi una faccia e i diedri
adiacenti eguali, sono eguali.

Corrisponde al t. II, 27: Due triangoli aventi un
lato e due angoli adiacenti a questo lato eguali, sono
eguali. La dimostrazione di questo teor. si estende an-
che al caso in cuii triedri non hanno lo stesso vertice.

Teor. VI. — In ogni triedro, al diedro maggiore
sla opposta la faccia maggiore ; e inversamente.

Corrisponde al teor. III, 27 : In ogni triangolo al-
1" angolo maggiore sta opposto il lato maggiore, e in-
versamente.

Teor. VII. — In due triedri aventi due facce
eguali, la terza faccia & maggiore in quello nel quale le
sta opposto 1l diedro maggiore.

Corrisponde al teor. IV, 27 : In due triangoli aventi
due lati eguali, il terzo lato ¢ maggiore in quello nel
quale gli sta opposto | angolo maggiore.
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Teor. YIIL. — Due triedri aventi le ire facce ri-
spettivamente eguali sono eguali.

Corrisponde al teor. V, 27: Due triangoli aventi
i tre lati eguali sono eguali.

Cor. — Due triedri cogli spigoli paralleli dello
stesso verso o di verso opposto sono eguali (t. II, 23).

Def. TTI. — Un triedro. avente un diedro retto
dicesi rettangolo.

Teor. IX. — Due triedri retiangoli sono eguali se
le due facce che comprendono I’ angolo retto, oppure una
di queste facce e quella opposta al diedro retto sono ri-
spetizvamente eguali.

Corrisponde al teor. VIII, 27 : Due triangoli rettan-
goli sono eguali se i due cateti, oppure un cateto e la
ipotenusa, sono eguali.

0ss. IV. — Alla parte esterna od interna del trian-
golo corrisponde la parte esterna od interna del triedro.

Teor. X. — Ai raggi interni di un iriedro sono
opposti quelli interni del triedro opposto.

Sia abc il triedro, a,b,¢, il triedro opposto (fig. 130).
Dato un raggio e interno ad abe, il rag-
gio ¢, opposto di ¢ & interno ad a;b,¢;.
Infatti i due triedri abe, @b, ¢, sono eguali
(c. t. III, 18) e quindi al raggio d della fac-
cia be in cui il piano ae incontra be corri-
sponde il raggio opposto d; della faccia
byc,. Ed agli angoli ae, ed corrispondono
ghi angoli aye;, e,d; e percid, essendo e
interno di ad, ¢; ¢ interno all’angolo a,4;.
e quindi anche al triedro a,b,¢,.

48, Def. — Triedro supplementare di un dato triedro V’
(A BC) sidice il triedro determinato dalle perpendicolari
VA" VB' VC' condotte da ¥ rispettivamente alle facce

Fig. 130
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VBC, VAC, VAB e dalla stessa parte degli spigoli op-
posti a queste facce.

Teor. X. — Ogni triedro ¢ supplementare del suo
supplementare.

Sia ¥ (4'B'C") il triedro supplementare del triedro
dato V (ABC) (fig. 131); le rette VA" VB' essendo
perpendicolari alle facce VB C, VA C saranno entrambe
perpendicolari alla V' C; sicche V' C ¢ perpendicolare alla
faccia VA'B'.

Oltre a ci6o l'angolo CV'C' & acuto, essendo V-C,
V' C' situate dalla stessa parte del piano VAB, e quindi
essendo il piano VB'A' perpendicolare a V'C, VC', sara
dalla stessa parte di V' C rispetto al piano VB'A4'. Per-
tanto il triedro V (4B C) & supplementare di V' (4'B'C").

Teor. LI. — Le fucce di un triedro sono supple-
mentari delle sezioni normali dei diedri del tiedro sup-
plementare.

Siano (fig. 132) V' 4", V'B" le rette d’incontro del
piano perpendicolare allo spigolo ¥ C con le facce V4 C,
VBC;’angolo 4" VB'" & la sezione normale del die-
dro di spigolo V' C.

Fig. 131 Fig. 132

Siano ora V' A', VB' le perpendicolari alle due facce
del diedro che ha per spigolo V' C, appartenenti al trie-
dro supplementare del triedro V' (4B C), le quali sono
situate nel piano 4'V B’ e rispettivamente perpendico-
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_T

lari a VB, VA'"; vogliamo dimostrare che AVB e
— .
A"V'B sono supplementari.

Se I'angolo A"V B'" & ottuso, esso contiene l'an~

o k)
golo A'VB' ¢ daile relazion
T T
B"VB' +B'VA ="~ BVA +A4VA =
2

si trae sommando membro a membro:
BTVA" « BVA ==

Qo T

Se invece A" VB'" ¢ acuto, esso & contenuto nel-

9
-y . . L)
I"angole 4'V'B' ed in tal caso dimostrasi in modo ana-
logo che 4''VB', A"V B" sono supplementari. Se 'an-
olo A"VB" & retto, anche |"angolo 4'VB' & retto,
bl ¥

supplementare cio¢ ad 4" VB".

Teor. IXX. — Due triedri che hanno i diedri eguali,
sono eguali.
Siano f] fofsr 01%% le facce e i diedri (o le sezioni
H " oy oy ¢ A ’ ! ' !
normali) del primo triedro; fi'fy fy'y 8,/05'd5" le facce e
i diedri del secondo triedro. I due triedri supplementari,
avranno rispettivamente per diedri e facce, il primo
T —f, T—fo, T— fg} W-—0), ®— g, w— Iy
e il secondo
a—fi a—f,a—f;n—48" n—4, n—23d.
Se dunque
prom— 4 —_— ! Q ) U
61—(51, 62_62 (3:63
i due triedri supplementari saranno eguali per avere le
facce ordinatamente eguali, cosicché

a—fi=a—fi,a—fo=a—f,n—fi=a—f.

Ma in tal caso ¢& chiaro che i due triedri dati
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avranno le facce rispettivamente eguali, epperd saranno
eguali {t. VIII, 45).

Teor. IV. — In ogni triedro la somma delle tre
Sfacce & minore di quatiro relti.

Sia VA" il raggio opposto a VA (fig. 133). Nel
triedro V' (BCA') si ha:

T T~ ’ /’\’
BVC < BVA 4~ CVA
. T T~ .
aggiungendo AVE + AV C si avra:
—T T TN — /7\, ’//\ <\ »
AVB 4+ BVC 4- ACV < AVB - BVA' 4 AVC + CVA
e quindi :
/7\ /r\ —
AVB + BPC+ACV< 27

Teor. V. — In ogni triedro la somma dei driedri é
maggicre di .due e minore di sei retli.

Sia il triedro dato quello di facce f,f;f; e di die-
dri’ §,0505; pel suo supplementare la somma delle facce

19293, P pp
¢ minore di quattro retti, cioé:

an—0+a— G 4a— 46 < 27
donde
O+ 8 >n

Che la somma dei diedri sia minore di sei retti cid
riesce ovvio se si considera che ognuno dei suoi diedri
¢ minore di a.

49. Def. — Un angoloide diedro dicesi convesse
quando il piano di ciascuna faccia lascia da una stessa
banda tutto I'angoloide stesso.

0ss. — L’ angoloide convesso corrisponde al po-
ligono convesso del piano (oss. I, II, IIT, 47).

Si ha quindi una parte interna ed una parte esterna
p
dell’ angoloide convesso, come pel poligono convesso.
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Teor. X. — In ogni angoloide poliedro ciascuna fac-
cia ¢ minore della somma delle altre.

La dim. ¢ analoga a quella del teorema: In ogni
poligono ciascun lato ¢ minore della somma degli aleri

(t. I, 28).

o
o
v
/i\
SN
\ N
B c
Fig. 133 Fig. 134
Teor. XL, -— Iu ogni angoloide convesso la somma

delle facce ¢ minore di quattro retli,

Sia V(4B CD) l'angoloide e sia VX la retta in-
tersezione dei piani AVB, CVD contigui alla faccia
BV C (fig. 134). Nel triedro ¥ (BCX) la faccia BVC
¢ minore della somma delle altre due, epperd la somma
delle facce dell’ angoloide tetraedro V (4B CD) ¢ mi-
nore della somma delle facce del triedro V(4XD), la
quale ¢ minore di quattro retti. Nell”istesao modo si
proverebbe che la somma delle facce di un angoloide
pentaedro ¢ minore di quella delle facce di un ango-
loide tetraedro. E cosi via.

§ 8.
Poliedri
5% Def. I. — Tetraedro dicesi la figura costituita

da quattro punti 4B CD non situati nello stesso piano,
‘dai segmenti e dai triangoli che li congiungono a due
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a due e a tre a tre. (fig. 135). I quattro punti 4BCD
si dicono 1 wvertici; 1 sei segmenti 4B, AC, AD, BC,
BD, CD gli spigoli ed i quattro triangoli AB C, ABD,
ACD, BCD le facce del tetraedro.

Ogni vertice dicesi opposto alla faccia degli altri tre;
ogni spigolo dicesi opposto a quello che congiunge 1 ver-
tici rimanenti.

Il tetraedro di vertici 4, B, C, D si dinota con
ABCD.

Def. II. — 1) La figura costituita dalle facce del
tetraedro si chiama superficie del tetraedro.

2) Parte interna del tetraedro & la porzione di spazio
limitata da un triedro di esso e dalla faccia opposta al
vertice di questo triedro tranne la superficie; parte esterna
dicesi la rimanente, esclusa la superficie.

Figura interna (od esterna) ad un tetraedro inten-
lesi quella che ha dei punti interni (od esterni) al te-
etradro, senza avere dei punti esterni (od interni).

51. Def. I. — 1) Poliedro semplice o poliedro & la
igura formata da # poligoni situati in piani diversi in
nodo che ciascun lato sia comune a duc di essi, e un
iano non possa tagliarlo in due o pit poligoni non
venti alcun punto comune.

I poligoni si dicono facce del poliedro. La figura
ormata dalle sue facce chiamasi superficie. '



2} Poliedro convesso dicesi quello, per ogni spigolo-
del quale non passano pit di due facce, e i cui vertici
sono situati da una stessa parte rispetto a ciascuna sua
faccia. Ad es. il tetraedro ¢ un poliedro convesso.

Def. IL. — Parte inlerna del poliedro convesso di-
cesi la parte comune a tutti gli angoloidi di esso, limi-
tata dalle sue facce.

Def. I11. -~ Un poliedro di cinque, sei, otto, do-
dici, venti facce si chiama pentaedro, esaedro, ottaedro,
dodecaedro, icosaedro.

Def. TV. — Poliedro regolare dicesi quello in cui
tutte le facce sono poligoni regolari eguali e tutti gli
angoloidi sono fra loro eguali.

52. Def. I. — Piramide dicesi il poliedro deter-
minato da un poligono piano e da un punto preso
fuori del piano di questo poligono.

1l poligono dicesi base, il punto fuori del piana
della base, wertice della piramide ; il segmento normale
dal vertice al piano della base, altezza della piramide.
Le rette che uniscono il vertice della piramide coi vertici
della. base si dicono spigoli laterali, i triangoli da questi
determinati coi lati della base, si chiamano facce laterali
e |"insieme di queste dicesi superficie laterale della pi-
ramide.

0ss. — Il tetraedro ¢ una piramide di cui ciascuna
faccia si pud considerare come base, e il vertice op-
posto come vertice della piramide.

Def, TI. — 1) Secondo che il poligono base della
piramide ¢ convesso, concavo o intrecciato, la piramide
dicesi convessa, concava o inirecciaia.

2) Piramide regolare dicesi la piramide che ha per
base un poligono regolare e per altezza la congiungente
il vertice col centro del poligono.



—_ 47 —

Teor. I. — Se una piramide & regolare, il wvertice
della piramide ¢ equidistante dai vertici del poligono base
ed equidistanie dai lati di esso poligono.

Sia Vil vertice, ABCDE la base della piramide
regolare (fig. 136). Siccome ABCDE ¢ un poligono
regolare si ha 4B = BC = .. = E4. Il ceatro O
del poligono base ¢ equidistante dai vertici del poli-
gono base ABCDE, e la V'O ¢ I'altezza della pira-
mide. Da cio consegue che tutti i trian-
goli AOV, BOV, COV.., sono eguali
e quindi I'd = VB..

Siano LMN 1 piedi delle perpendi-
colari condotte da O sui lati del poligono
base; 1 punti L, M, N sono i punti medi
di 4B, BC, CD, ecc. Ma i triangoli
AV B, BV C ecc. sono isosceli ed eguali,

Fig. 136 dunque VL, VM, VN sono perpendico-
Yari ai lati 4B, B C ecc del poligono base e sono eguali
fra loro.

Def. I11. — Apotema di una piramide regolare
chiamasi Ja distanza del vertice della piramide da uno
dei lati del poligono base.

Def. IV. — Tronco di piramide a basi parallele
dicesi il poliedro, che si ottiene tagliando la piramide
con un piano parallelo alla base (fig. 136).

[ due poligoni situati nei due piani paralleli diconsi
e basi del tronco, e la distanza di esse basi allezza del
tronco. La superficie laterale della piramide limitata dalle

lue basi chiamasi superficie laterale del tronco di pi-
-amide.

Def. V. — Prisma dicesi il poliedro determinato
la un poligono e dagli estremi dei segmenti condotti
lai vertict eguali e paralleli ad una medesima retta si-
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tuata fuori e dalla stessa parte del piano di esso poli-
gono (fig. r37). Il poligono dato ed il poligono deter-
minato dagli estremi dei segmenti eguali e paralleli
condotti dai vertici di esso diconsi basi; i segmenti
stessi spigoli; la distanza delle due basi, altezza del
prisma; 1 parallelogrammi determinati dagli spigoli
chiamansi facce lateroli del prisma.

Fig. 137 Fig. 138

Def. VI. — Prisma retto dicesi il prisma in cui
ali spigoli sono perpendicolari al piano della base;
prisma obliguo dicesi ogni altro prisma.

Def. VII. — 1) Il prisma dicesi convesso, concavo
o inirecciato, secondo che il poligono base ¢ convesso,
concavo o intrecciato.

2) Prisma regolare dicesi il prisma retto che ha per
base un poligono regolare.

Def. VIIL. — Parallelopipedo dicesi il prisma che
ha per base un parallelogramma (fig. 138).

Due facce non aventl vertici comuni si dicono
opposte, e gli spigoli, i diedri, i vertici, i triedri deter-
minati da facce opposte si dicono opposti.

Le quattro rette che uniscono i vertici opposti st
chiamano diagonali. 1 piani che uniscono gli spigoli
opposti si dicono piani diagonali.
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Teov. L. — In un parallelopipedo le facce opposte
sono  parallelogrammi eguali e paralleli ; le diagonali si
dimezzano scambievolmente in un medesimo punto; i die-
dri e i triedri opposti sono eguali.

Siano ABCD, A'B'C'D'" le basi del parallelopi-
pedo (fig. 138). La base 4B CD ¢ un parallelogramma
ed essendo AA', BB' eguali e paralleli dalla stessa
parte del piano 4BCD, A'B’ ¢ eguale e parallelo ad 4 B.
Per la stessa ragione C'D' ¢ eguale e parallelo a CD;
dunque 4'B' e C'D' e cost A'D', B'C’ sono eguali
e paralleli; cio equivale a dire che anche A4'B'C'D' ¢
un parallelogramma.

Sia ora O il punto medio di BD'. Essendo le rette
AB e C'D' parallele fra loro, esse sono opposte rispetto
ad O (post. VI), e quindi sono opposti rispetto ad O
anche i punti 4 e C'. Analogamente si dimostra che 4', C
e B', D sono opposti rispetto ad O, e quindi le diago-
nali 4C'" e BD', A'C ¢ B'D si dimezzano in O. 1
lati opposti, 1 diedri, ed 1 triedri opposti del parallelo-
pipedo sono figure opposte rispetto al punto O ; dun-
que sono eguali.

Def. IX. — Parallelopipedo reito dicesi quello i cui
spigoli sono perpendicolari alla base; e parallelopipedo
rettangolo, quello che ¢ retto ed ha per base un ret-
tangolo.

Cor. — Nel parallelopipedo retto le coppie di dia-
gonali che terminano a due vertici opposii di una faccia
sono eguali.

La figura 44" C'C in questo caso ¢ un ret-
tangolo; ed in esso sappiamo che le diagonali sono
eguali.

Def. X. — Romboedro dicesi il parallelopipedo avente
per facce sei rombi eguali.



Cubo dicesi il parallelopipedo che ha per facce sei
quadrati.

53. Teor. L. — La corrispondenza di eguaglianza
fra due figure solide eguali ¢ determinata da due triedri
corrispondenti. _

Siano abe, a'b'¢' due triedri eguali di vertici ¥
e V' corrispondenti in due figure solide eguali (fig. 139).
Per dimostrare che dato un punto D della prima figura
si pud costruire il corrispondente D', basta condurre
per D un piano che incontri i tre spigoli del triedro
abc nel punti 4 BC. Siano 4'B'C' i punti corrispon-
denti nel triedro a'b'¢’ si avra: 4ABC = A'b'C'.

Nell’ eguaglianza dei due triangoli 4 BC, 4'B'C’
il punto D' corrispondente a D corrisponde a D nei
due triedri, e quindi anche nelle due figure date.

Cor. I. — La corrispondenza di eguaglianza fra due
figure solide eguali & determinata da due tetraedri corri-
spondenti.

Cor. XI. — Due tetraedri che hanno un triedro
eguale e gli spigoli che lo comprendono rispettivamente eguali
sono eguali.

Perché i due triedri eguali determinano una corri-
spondenza di eguaglianza nello spazio e i due tetraedri
sono figure corrispondenti nelle figure rettilinee eguali
determinate dai due triedri.

Cor. XXI. — Due tetraedri che hanno gIi spigoli ri-
spettivamente eguali sono eguali.

Si dimostra che si ricade nel caso precedente ricor-
rendo ai teor. V, 26 e VIII, 47.

Teor. L. — Due piramidi sono eguali se hanno
Pangoloide al wvertice eguale, compreso da facce ordinata-
menie eguali.
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Siano V V' i vertici, ABCD A'B'C'D' le basi
delle due piramidi (fig. 140) e l'angolode V ele facce
AVB, BVC, CVD, DVA che lo comprendono siano
rispettivamente eguali all’ angoloide 7' ed alle facce
A'V'B', BV'C', C'V'D', D'V'A" che lo compren-
dono,

\Vii

Fig. 139 Fig. 140

1 due triedri V. ABC, V'.A'B'C' avendo due facce
eguali e il diedro compreso eguale sono eguali. Questa
eguaglianza ¢ sufficiente a stabilire fra le due piramidi
date una corrispondenza di eguaglianza; perocché ai
punti ABC del primo triedro corrispondono i punti
A'B'C" del secondo e quindi al punto D il punto D'
e a due punti XV della prima piramide corrispondono
cost due punt X'Y' tali che XY = X'Y' (&t I),
dunque le due piramidi sono eguali.

Teor. YET. — Due prismi sono eguali se hanno un
triedro eguale compreso da facce eguali.

Dimostrazione come pel teorema precedente.
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§ 9.
Cono e cilindro

54. 0ss. I. — Secondo le osservazioni I, II, III
del n. 47, ai punti di una circonferenza corrispondono
in una stella di centro V le rette di un sistema lineare
che formano lo stesso angolo con una retta a, passante
per V (fig. 141). E poich¢ per angolo di
due rette intendiamo il minore, cost le
rette del sistema formano un angolo acuto
a. E si deve escludere il caso in cuia &
retto, perche in tal caso le rette del sistema
essendo perpendicolari alla retta a sono
situate nel piano perpendicolare passante
per V alla retta a.

Def, I. — 1) 1l sistema di rette che formano an-
goli eguali con una retta a si chiama superficie conica
circolare retta a due falde, o superficie conica a due falde
o completa. ’

Le rette del sistema si dicono genmeratrici, V il
vertice, a Passe, e l'angolo o I'angolo conico.

2) Se le generatrici sono limitate al vertice, la su-
perficie conica si chiama ad una falda.

0ss. IT. — Per | osservazione I. le generatrici,
l'asse, 'angolo conico della superficie conica corrispon-
dono ai punti, al centro, al raggio della circonferenza.

Def. II. — Cono indefinito dicesi la parte di spazio
determinata da tutti gli angoli conici della superficie
conica. '

Il cono dicesi anche parte.interna della superficie
conica, esclusa la superficie, e la parte di spazio rima-
nente, esclusa la superficie, dicesi esterna.
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Teor. . — Un piano perpendicolare all’asse taglia’
il cono in un cerchio avente il centro sullasse.

Sia a l'asse del cono; VA4, VA4'.. le sue gene-
ratrici e & un piano perpendicolare all'asse (fig. 142);
dico che il piano « interseca il cono in un cerchio
avente il centro sull’asse. Infatti sia O il punto d’ in-
tersezione del piano 7 coll’ asse a, e siano 4 e 4' i
punti d’intersezione di & con due generatrici qualunque
del cono VA4, VA" i triangoli V4O, VA'O sono
eguali, perche sono rettangoli in O, hanno un cateto
comune V O, e gli angoli 4 VO, 4'V O eguali. Dun-
que 40 = A4'0 vale a dire 4" & sulla circonferenza
di raggio O 4.

Fig, 142

Def. TIL — La circonferenza nel caso del teor. I
si dice direttrice del cono.

Def. IV. — Dicesi comunemente cono anche la
parte del cono compresa tra il verdce e una sua diret-
trice che chiamasi in tal caso base del cono. La super-
ficie conica compresa fra il vertice e la base dicesi anche
superficie laterale del cono.

In questo cono chiamasi altezza il segmento del-
| asse, limitato al vertice ed al centro, della direttrice;
apotema il segmento di ogni generatrice, limitato al ver-
tice ed alla direttrice.
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Teor. XI. — Un piano passante pel vertice di una
superficie conica, o ha in comune con essa due generatrici,
0 una sola gemeralrice, o non ha altro pumio comune con
essa, secondo che I'angolo di esso con I'asse ¢ minore, eguale,
o maggiore dell’ angolo conico. E reciprocamente.

Sia Vil vertice # il piano della base del cono, Vi
il piano passante pel vertice (fig. 142); sappiamo che
la retta 7 ha in comune due, uno o nessun punto col
circolo base, secondo che la retta r ha distanza da O
minore, eguale o maggiore del raggio (t. II, 31). Sic-
come nella stella di centro V e piano direttore z, alla
reita 7, alla distanza di O dalla retta 7, e al raggio della
direttrice  corrispondono  rispettivamente il piano Vr,
1" angolo che il piano V7 fa con l'asse, e "angolo co-
nico, ed ai punti d"incontro della retta » col cerchio
di centro O corrispondono le rette del piano 17 comuni
con la superficie conica; cosi il teorema, come anche il
reciproco di esso, risulta di per st manifesto.

Cor. X. — Un piano passanie pel vertice di un cono
¢ che ha una retla interna al cono, incontra il cono in due
relle.

Cor. II. — Una retta incontra la superficie conica
o in due, 0 in uno 0 in nessun punto.

Basta considerare il piano che congiunge la retta col
vertice. I punti d'intersezione che la retta ha in comune
con le generatrici del cono situate in questo piano,
appartengono alla superficie conica; e inversamente

Def. V. — Piano secante di una snperficie conica
dicesi quello che ha in comune con essa due genera-
trici distinte ; piano tangente quello che ha in comune
con essa una sola generatrice.

Cor. XXX, — Per un punto di una superficie conica
(che mon sia il wvertice) si pud condurre un solo piano tan-
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gente; e per ogni aliro pumto esterno si possono condurre
due piani tangenti alla superficie conica.

La congiungente il vertice col punto dato incon-
tra il piano della direttrice in un punto, che nel primo
caso ¢ situato sulla direttrice. Ma per un punto di una
circonferenza si pud condurre una sola tangente; e per
ogni punto esterno nel piano della circonferenza si pos-
sono condurre due di cotali rette, ed a queste rette cor-
rispondono nella stella avente per centro il vertice, piani
tangenti al cono.

Cor. IV. — Il piano tangente secondo una genera-
trice del cono & perpendicolare al piano, che unisce la ge-
neratrice coll asse.

Teor. IIX. — Un piano che non passa pel vertice
di un cono pud essere parallelo a due, a una, o a nessuna
generatrice del cono.

Sia z il piano dato, @' il piano ad esso parallelo
passante pel vertice ¥ del cono. Ogni generatrice del
cono parallela a # ¢ siwata in #' {t. 1, d. I, 42); ma
il piano ' incontra il cono in due, una, o nessuna ge-
neratrice (t. II); dunque ecc.

Def. VI. — Ogni sezione piana della superficie
conica che ¢ un sistema lineare di punti (intuitivamente
una linea, oss. emp. I, 5) dicesi conica. In particolare &
una conica la circonferenza base del cono; e 1’ insieme
di due rette generatrici del cono. Se il piano = di se-
zione non passa pel vertice del cono, né & perpendico-
lare all’ asse di esso, la conica dicesi ellisse, parabola,
iperbole secondo che il piano 7 non & parallelo ad al-
cuna generatrice, oppure & parallelo ad una, o a due
generatrici del cono (fig. 143, a b ¢).

Def. VII. — Tronco di superficie conica o di cono
a basi parallele intendesi la superficie conica o di cono
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limitata da due piani perpendicolari all'asse, che tagliano
una medesima falda.

/ \\ N
U A

Fig. 143 abl¢

La distanza dei due piani dicesi altezza del tronco ;
la porzione di generatrice, limitata a questi piani, apo-
tema: i due circoli sezione, le basi del tronco.

55. Def. 1. — Superficie cilindrica circolare rella,
o superficie cilindrica, dicesi un sistema di rette (gene-
ratrici, parallele che passano pei punti di una circon-
ferenza (diretirice) e sono perpendicolari al piano di essa
(fig. 144).

Def. XI. — Cilindro solido indefinito o semplice-
mente cilindro indefinito intendesi la figura dei punti di
una superficie cilindrica e dei punti interni di essa, dati
dalle rette parallele all’asse che passano pei punti interni
al cerchio direttore, *)

Per asse della superficie cilindrica s’intende la paral-
lela alle generatrici, passante pel centro della direttrice.
Chiamasi cilindro anche la parte di cilindro indefinito
compresa fra due piani perpendicolari all” asse.

Altezza del cilindro dicesi in tal caso la distanza
dei due piani (fig. 145)..

Teor. I. — Un piano parallelo alle generatrici di
una superficie cilindrica ha due, una o nessuna genera-

#) Facendo uso degli elementi all’infinito si pud dire che il
cilindro & un cono col vertice all’infinito.
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trice in comune con la superficie medesima, secondo che

la sua distanza dall’asse & minore, eguale o maggiore del
raggio della circonferenza direttrice. E recipr.camente.

Infatti il piano parallelo ad una generatrice della
superficie cilindrica taglia il piano del circolo base se-
condo una retta r (fig. 144); e secondo che questa
retta 7 ha distanza dal centro del circolo base, maggiore,
eguale, o minore del raggio, detto piano ha dall’ asse
distanza maggiore, eguale o minore del raggio (t. II, 46).
E reciprocamente.

Def. TIL. — Piano tangenie ad una superficie cilin-
drica dicesi il piano che ha in comune con essa una
sola generatrice ; piano secante quella che ne ha in co-
mune due.

Cor. — Per un punto di una superficie cilindrica
st pud condurre un solo piano tangente ; e per un punto
esterno ad una superficie cilindrica si poisono condurre
due piani tangenti.

Dimostrazione analoga a quella del cono (c. IIL

t. 1, 54).

Teor. II. — Un piano perpendicolare all’ asse in-
contra il cilindro in un circolo eguale alla base.

Sia O' il punto d’intersezione del piano ' paral-
lelo al piano della base = coll'asse (fig. 144), e si con-
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sideri il piano 4BO che taglia la superficie cilindrica
secondo le due generatrici 4 4', BB'. Dalla figura si ha

AO = A'0', BO = B'0O’
ma 40 = BO, dunque
4'0" = B'0".
Variando il piano 4B O intorno all’asse, i punti 4’ e
B' descrivono una circonferenza di centro O', appar-
tenente al piano = ed al cilindro.
Def. IV. — Nel cilindro limitato da due piani per-

pendicolari all’ asse, la superficie cilindrica limitata da
questi due piani dicesi superficie laterale del cilindro.

§ 10.
Sfera

56. Def. I. — Nella stella di centro O il sistema
di punti X equidistant da O di uno stesso segmento
dicesi superficie sferica (fig. 146). Il punto O dicesi
centro ; il segmento O X, raggio della superficie sferica.

I .
\y’

Fig. 146
Corda ¢ il segmento che unisce due punti della super-
ficie sferica. Diametro & una corda che passa pel centro.
— Gli estremi del diametro chiamansi punti opposti od

antipudi della sfera.
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Def. II. — Sfera solida o semplicemente sfera si
intende la figura determinata da tutti 1 raggi della su-
perficie sferica. .-~ La sfera, esclusa la superficie, dicesi
parte interna della superficie sferica, la parte di spazio
rimanente, esclusa la superficie, dicesi esterna.

0ss. — Un piano passante per il centro della
sfera, incontra la superficie sferica in punti costituenti
un circolo di raggio eguale a quello della sfera.

Def. IIL. — Piano diametrale dicesi il piano che
passa pel centro della sfera. E circolo massimo dicesi il
circolo d'intersezione della sfera con un piano diametrale.

Teor. X. — Un piano diametrale divide la sfera in
due parti eguali.

Infatti le due parti della sfera di centro O (fig. 146)
determinate da un piano diametrale sono figure corri-
spondenti nelle due parti eguali della stella O, opposte
rispetto al punto O e determinate dallo stesso piano
(t. I, 45 e t. II, 14).

Cor. — Un circolo massimo divide la superficie
sferica in due parti eguali.

Perche queste due parti sono figure corrispondenti
nelle due parti della sfera, determinate dal piano del
circolo massimo.

Def. IV. — Le due parti in cui un piano diametrale
divide la superficie sferica o la sfera si chiamano emisferi.

Teor. YX. — Una rette incontra la superficie sferica
in due, in uno o in nessun punto, secondo che la sua di-
stanza dal centro & minore, eguale 0 maggiore del raggio.

Infatti il piano diametrale che passa per una retta 7
‘fig. 146) taglia la superficie in una circonferenza: i
>unti comuni della retta con questa circonferenza sono
»unti comuni della retta colla superficie sferica; ma la
‘etta incontra la circonferenza in due o nessun punto,
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secondo che la sua distanza dal centro & minore, eguale
o maggiore del raggio (t. II, 31), dunque ecc.

Def. V. — Retta secante della sfera dicesi una retta
avente due punti in comune colla sfera; retta tangente
quella che ha un solo punto comune colla sfera stessa.

Teor. 1. — Un piano qualunque taglia la sfera
in un cerchio, o in un solo punto o in nessun punto, secondo
la sua distanza dal centro & minore, eguale o maggiore
del raggio della sfera.

Sia O il centro della stera, & il piano dato, r il
raggio, S il piede della normale condotta da O al piano
(fig. 147). 1l segmento O S ¢ il minore fra i segmenti
determinati da O coi punti del piano & (t. I, 47). Se si
fa passare per S un piano qualunque che taglia & se-
condo una retta S 4, su questa retta vi sono due punti
A, 4, distanti da O del raggio della sfera, ed equidi-
stanti da O, se O 4 > O S. Variando il piano intorno
ad 0S8, il punto 4 descrive una circonferenza di
centro ' S.

k
Fig. 147

Se invece ¢ O 4 = O S, la circonferenza si riduce
al punto S.

Eseé OA4 < OS, nel piano = non vi ¢ alcun
punto 4 distante da O del raggio della sfera.

Def. V1. — Piano tangente ad una sfera dicesi il
piano che ha con la superficie sferica un solo punto
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in comune, che si chiama punto di contatto del primo.
Piano secante dicesi il piano che ha in comune con la
sfera un circolo.

Cor. — Il piano tangente alla sfera ¢ perpendicolare
al raggio passante pel suo punto di contatto.

Def. VII. — Circolo minore di una sfera, dicesi il
circolo intersezione della sfera con un piano non pas-
sante pel centro.

Def. VIII. — 1) Cualotta dicesi ciascuna delle por-
zioni di superficie sferica nelle quali la sfera viene divisa
da un piano secante.

Il circolo comune alle due calotte dicesi base, e
Ja porzione di diametro perpendicolare alla base, limitata
da questa e dalla sfera, dicesi altezza della calotta.

2) Zona dicesi la porzione di superficie sferica li-
mitata da due piani secanti e fra loro paralleli.

I due circoli sezioni dei piani con la sfera diconsi
basi ; e la distanza dei due piani medesimi altezza della
zona.

Def. IX. — 1) Fuso dicesi la parte di superficie
sferica limitata da due semipiani diametrali (fig. 148).

2) Spicchio dicesi la parte di sfera limitata dal fuso,
dai semircoli massimi passanti per uno stesso dia-
netro.
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Def. X, — Angolo diedro di un fuso (o di uno
spicchio) dicesi I angolo diedro dei semipiani, che de-
terminano il fuso (o lo spicchio).

Teor. IV. — Se due diedri sono eguali, sono
eguali i fusi (o gli spicchi) corrispondenti. E reciproca-
mente.

E se un diedro ¢ maggiore di un altro diedro, il fuso
(0 lo spicchio) corrispondente al primo ¢ maggiore del fuso
(o dello spicchio) corrispondente al secondo. E reciprocamente.

Dimostrazione come per gli angoli al centro di uno
stesso circolo e gli archi corrispondenti, facendo uso
delle sezioni normali dei diedri.

Def. XI. — Fusi opposti diconsi due fusi della
sfera compresi da diedri al centro opposti.

Cor. — Due fusi opposti sono eguali.

57. Def. 1. — 1) Fascio di circoli massimi sulla sfera
intendesi il sistema di circoli che passano per un punto
della sfera, e quindi anche pel punto opposto ad esso.

2) Angolo di due archi di circoli massimi in uno
dei loro punti d'intersezione dicesi la parte di fascio di
circoli massimi limitata dai due archi. A

Laii dell’angolo anzidetto diconsi gli archi stessi;
vertice il loro punto comune. Se 4 & il vertice, e se
AB, AC sono i lati dell’angolo, esso dinotasi con B4 C
o con CAB (ig. 149).

Def. IL. — Triangolo sferico dicesi la figura deter-
minata da tre punti pella superficie sferica non situati
sulla medesima circonferenza massima, e dagli archi di
circolo massimo minori di una semicirconferenza che li
congiungono a due a due.

Ipunti 4B C diconsiivertici ; gli archi 4B, AC, BC
i lati; gli angoli ABC, BAC, ACB gli angoli del trian.
golo sferico.
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Oss. I. — Se si conglungono i vertici di un trian-
golo sferico 4B C col centro della sfera, a cui appar-
tengono, si ottiene un triedro. Ai lati del triangolo sfe-
rico si possono far corrispondere le facce di questo
triedro; agli angoli le sezioni normali dei diedri del trie-
dro stesso. E reciprocamente.

A
Fig. 149

Stabilita questa corrispondenza, a ciascuna proprieta
delle facce e dei diedri del triedro, corrisponde 'analoga
proprietd dei lati e degli angoli del triangolo sferico;
basta percio che si scambino rispettivamente le parole
facce, angoli diedri, in lati, angoli.

A due raggi opposti p, p' della stella corrispondono
due punti opposti P, P' della sfera; al piano perpendi-
colare a p e p' nella stella corrisponde un circolo mas-
simo della sfera che si chiama polare dei punti P e P’
che diconsi poli del circolo massimo.

Da ci6 discendono senza alcuna diflicclta le pro-
prietd dei lati, degli angoli di uno stesso triangolo sfe-
tico; 1 casi di eguaglianza di due triangoli sferici; ecc.,
da quelle gid date dei triedri. ¥)

*) Cosi ad es. dai teor. I, 47, IV e V, 48 si ha: 1) Un

lato di un triangolo sferico ¢ minore della somma degli altri due.
2) La somma dei lati di un triangolo sferico ¢ minore di un cir-
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0ss. II. — Se si considera la figura determinata
da » punti nop situati tre a tre in un circolo massimo,
si ha in modo analogo al piano {def. I, 29) un poligono
sferico e corrispondentemente un angoloide di # lati nel
centro della sfera come vertice. E alle proprietd delle
facce o dei diedri dell'angoloide corrisponderanno le pro-
prietd dei lati, degli angoli del poligono sferico.

La geometria della sfera ¢ logicamente identica a
quella della stelia di raggi (o. I, 47), poiche si otten-
gono l'una dall’altra col semplice scambio di alcune pa-
role, od ancora perche le proposizioni fondamentali della
prima valgono anche per la seconda, salvo lo scambic
di alcune parole.

E siccome per la stella di raggi valgono tutte le
proposizioni del piano indipendenti dal postulato delle
parallele, lo stesso accade anche per la superficie sferica,
quando ai punti e alle rette del piano si facciano cor-
rispondere 1 punti e i circoli massimi della sfera. Solo
si deve notare che, come si ¢ visto per la stella di
raggi, vi sono coppie di punti opposti che non deter-
minano un circolo massimo, per modo che un tale cir-
colo passando per un punto passa anche pel suo op-
posto. #)

colo massimo. 3) La somma degli angoli di un triangolo sferico
& maggiore di due retti e minore di sei.

#) Per la costruzione del triangolo sferico dati i tre lati si
pud far uso del compasso nello stesso modo che per la costru-
zione del triangolo nel piano; e quindi si pud ricondurre la co-
struzione del triedro date le facce o altri elementi alla costruzione
di un triangolo sopra una sfera col centro nel vertice del triedro,
dati i tre lati o gli elementi corrispondenti a quelli del triedro.
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ESERCIZI

Libro terzo

0ss. — I problemi fondamentali della Stereometria elemen-
tare si riducono, oltre a quelli gia segnalati nella Planimetria, ai
seguenti :

Segnare un punto nello spagio. Costruire il piano delerminato
da tre punti non appartenenti ad una medesima retta (0 da due rette
parallele che si incontrano). Costruire la sfera, dati il centro ed il rag-
gio; il cono circolare, dati la circonferenza diretirice e il vertice, op~
pure il vertice, I” asse e I'angolo conico ; il cilindro, dati la circonfe-
renza direttrice, una generairice o I' asse. Costruire 1 intersezione di
ung retlw con un piano; di due e di tre piani; di un piano con un
cono; di un piano con un cilindro; di un piano e di una sfera; di
due sfere.

" Per risolvere praticamente i problemi del piano abbiamo
fatto uso della riga, del compasso e della squadra, merce i quali
si pud con grande approssimazione e direttamente costruire le fi-
gure del piano in un campo limitato dell’osservazione, ad es. nel
foglio del disegno. Per i problemi dello spazio non abbiamo in-
vece istrumenti coi quali si possa porre direttamente un piano ed
una sfera, ed & percid che pei problemi dello spazio si deve dare
qui la sola soluzione teorica, senza indicare i mezzi pratici atti
a costruire effettivamente le figure dello spazio esteriore.

§ 1.

1. Pil rette che si incontrano a due a due, senza essere situate
in un medesimo piano, passano per un medesimo punto,

2. Una figura, che ha in comune con ogni retta dello spazio non
appartenente ad essa un punto & un piano.



§ 2.

I piani di un fascio contengono tutti i punti dello spazio.

Le parti di un diedro o di due diedri, limitate da due sezioni
normali, sono eguali.

Stabilire la corrispondenza di eguaglianza dello spazio intorno
a due delle sue rette in modo che ad un piano passante per
una retta corrisponda un piano dato passante per Ialtra,

v

N

.

v

§ 3

[

. Condurre per un punto il piano perpendicolare ad una retta.

7. Condurre per un punto la retta perpendicolare ad un piano.

8. Condurre per una retta il piano perpendicolare ad un altro
piano.

9. Condurre per un punto il piano perpendicolare a due piani.

10. Le perpendicolari condotte da un punto interno ad un diedro
alle facce, formano un angolo supplementare a quello del
diedro.

11. La perpendicolare condotta da un punto di una retta ad un
piano fa colla retta un angolo complementare all’angolo che
la retta data fa col piano.

12. I piani bissettori di due diedri adiacenti sono perpendicolari.

13. Per una retta condurre un piano che faccia con un altro piano

un angolo dato.

§ 4

14. Tre rette hanno infinite trasversali comuni, tali che per ogni
punto di ciascuna delle tre rette ne passa una sola.

15. Condurre per un punto una retta che passi pel punto d’'in-
tersezione inaccessibile di due rette date.

16, Condurre per un punto un piano che passi per la retta d’in-
tersezione inaccessibile di due piani.

17. Il fascio di piani si ottiene congiungendo 'asse, di esso coi
punti di una retta qualsiasi che non incontra I'asse compreso
il piano parallelo condotto per l'asse alla retta data.

18. Condurre per un punto il piano parallelo ad una retta data.

19. Condurre per un punto il piauo parallelo ad un piano dato,
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20. Condurre per una retta parallela ad un piano il piano ad esso
parallelo.

21. Condurre per una retta il piano parallelo ad un’altra retta.

22, I punti di mezzo dei lati di ogni quadrangolo sono vertici di
un parallelogramma. .

23. Due piani che passano per due rette parallele e non sono pa-
ralleli si intersecano in una retta ad esse parallela.

24. Se due figure situate in piani paralleli si corrispondono uni-
vocamente in modo che le rette dei punti corrispondenti
sono parallele, le due figure sono eguali.

25. Condurre per un punto un segmento ad un punto di un piano
dato @ che sia parallelo ad un piano f e sia eguale ad un
segmento dato.

26. Dati m segmenti abc.... percorsi in un dato verso, se da un
punto qualsiasi 4’ si conduce un segmento A'B’ parallelo,
eguale e dello stesso verso dia, e da B’ un segmento B'C’
parallelo, eguale ¢ dello stesso verso di b, e cost via; il seg-
mento A'M’ che congiunge A4’ col secondo estremo del-
I’ ultimo segmento cosi costruito & eguale al segmento che
si ottiene allo stesso modo partendo da un altro punto in-
dipendentemente dall’ordine in cui si considerano i segmenti.

0ss. — 1l segmento A'M’' nel verso da 4" ad M’ si chiama
la risultante degli m segmenti a b ¢ d.... percorsi nei versi dati,
i quali si chiamano componenti. Comporre pit segmenti dati
significa trovare la loro risultante; decomporre un segmento
significa trovare dei segmenti di cui il dato sia la risultante.

27. La risultante di pit segmenti dati non cambia quando ad al-
cuni di essi si sostituisce la loro risultante.

28. Data la risultante di due segmenti e uno di questi, costruire
I’ altro segmento.

29. Data una retta obliqua rispetto ad un piano, in questo piano
esiste una sola retta perpendicolare alla data e passante pel
punto d’incontro di questa col piano,

§ s

30. In quante regioni dividono tre piani lo spazio? In quante
quattro piani a due a due paralleli ?

31. Tagliare un angoloide tetraedro con un piano in modo che
la sezione sia un parallelogramma.
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§ 6.

Date le proiezioni degli estremi di un segmento sopra un
piano e i segmenti proiettanti, costruire il segmento stesso.

Le proiezioni di due segmenti cguali ed cgualmente inclinati
sopra un piano sono eguali.

La proiezione di un segmento sopra un piano ¢ eguale o mi-
nore del segmento, secondo che il segmento ¢ parallelo o
no al piano.

La figura che ha per proiezione sopra due piani due rette &
una retta.

Se una retta ¢ perpendicolare ad un piano, la sua proiezione
sopra un altro piano & perpendicolare all”intersezione dei
due piani.

Le oblique che passano per un punto e sono cgualmente in-
clinate con un piano hanno i loro piedi sopra una circon-
ferenza.

Luogo dei punti equidistanti da due piani.

Luogo dei punti equidistanti da due o tre punti dati.

Dati due punti e una retta, costruire sulla retta un punto che
sia equidistante dai due punti dati (39).

Dati tre punti e un piano, costruire nel piano un punto che:
sia equidistante dai tre punti dati (39).

Le figure rettilinee determinate da due punti ¢ da due piant
sono eguali se i punti hanno rispettivamente la stessa di-
stanza dai due piani,

Duc segmenti eguali 4C, BD che fanno angoli eguali col
segmento 4 B fanno angoli eguali anche col segmento CD,
e la retta che unisce i punti di mezzo dei lati opposti ¢ per-
pendicolare ai segmenti 4B e CD.

Condurre per un punto una perpendicolare a due rette sghembe..

Se due segmenti hanno i loro estremi rispettivamente in due:
rette sghembe e ad egual distanza dagli estremi del seg-
mento normale, i due segmenti sono eguali ¢ formano an-
goli eguali colle rette date.

L'angolo @ della sezione normale di un diedro & il minimo:
fra gli angoli che uno dei suoi lati situato in una faccia del.
diedro fa colle rette dell’altra faccia.

Rette o piani paralleli fanno angoli eguali con un piano.
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48. Determinare sopra una retta un punto tale, che ia somma delle
sue distanze da due piani che si incontrano sia minima.

49. Luogo dei punti tali, che la somma delle loro distanze da due
piani sia eguale ad una distanza data.

§7
50. Costruire un triedro dati:
a) le tre facce.
b) 1 tre diedri.
¢) due facce e il diedro da esse compreso.
d) una faccia ¢ 1 due diedri adiacenti.

s1. Dato un piano ¢ una retta che lo incontra in un punto P, co-
struire una retta del piano passante per P che formi colla
retta data un angolo dato (50 ¢).

52. | piani bissettori di un triedro si incontrano in una retta,
53. I piani perpendicolari alle facce di un triedro e che passano
per le bissettrici di esse facce si tagliano in una retta.

54. In ogni angoloide poliedro convesso di # spigoli ogni diedro
aumentato di 2# — 4 retti supera la somma degli altri diedri.

55. In ogni angoloide poliedro convesso di # spigoli la somma di
tutti i diedri & minore di 2 retti e maggiore di 2172 — 4
retti. '

56, I piani bissettori dei diedri di un tetraedro passano per uno
stesso punto equidistante dalla facce del tetraedro.

57. [ piani che dimezzano perpendicolarmente gli spigoli di un
tetracdro passano per uno stesso punto che & equidistante
dai vertici del tetraedro.

58. Le congiungenti i punti medi degli spigoli opposti del tetrae-
dro si incontrano in un punto.

59. Le rette che congiungono i vertici di un tetraedro coi punti
d’incontro della mediane delle faccie opposte si incontrano
in uno stesso punto.

§ 8.

60. LLe perpendicolari innalzate sulle facce di un tetraedro dai cen-
tri dei circoli circoscritti a queste facce si incontrano in un
punto.

61, Tagliare un tetraedro con un piano in modo che la sezione
sia un parallelogramma. ‘
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62. Tagliare un cubo con un piano in modo che la sezione sia
un esagona regolare.

63. Se le diagonali di un prisma quadrangolare passano per uno
stesso punto, il prisma & un parallelopipedo.

64. Due angoloidi sono eguali se hanno le facce e i diedri ordi-
natamente eguali. .

65. Due 'piramidi sono eguali se sono eguali i loro poligoni, due
triedri corrispondenti e gli spigoli laterali aventi un estremo
nei loro vertici.

66. Un parallelopipedo & diviso da un piano diagonale in due
prismi eguali.

67. Due prismi convessi sono eguali se hanno eguali i loro poli-
goni ed i loro spigoli laterali, e se un triedro del primo &
eguale al triedro corrispondente del secondo.

68. Due perallelopipedi retti sono eguali se hanno basi ed altezze
eguali.

§o

69. Quali altri teoremi analoghi a quelli gia dati pel cerchio si
possono enunciare pel cono?

70. Una conica non pud avere pilt di due punti in comune con
una retta del suo piano.

0ss. — Una retta che ha un solo punto comune con una se-

zione conica si chiama tangente,

71. Per un punto del piano di una conica non si possono cone
durre pitt di due tangenti.

§ 10.

72. Costruire la sfera essendo dati il raggio e tre punti.
73. Ogni tetraedro & inscritto ad una sfera e circoscritto ad un’ al-
tra sfera.
74. Nella superficie sferica valgono le seguenti proposizioni:
I. Un circolo massimo ¢ un sistema lineare omogeneco
chiuso.
IL Un arco di circolo massimo ha un solo punto di
mezzo.
III. Esiste un solo circolo massimo che contiene due
punti, purché non siano opposti.
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IV. Due circoli massimi che hanno in comune un punto,
hanno in comune anche il punto opposto.
V. Due circoli massimi sono eguali.
VI, L’angolo sferico ab & eguale all’angolo sferico b a.
VII. Due circoli massimi si incontrano in due punti op-
posti.
0ss. - Per arco di due punti, se non si dice diversameate,
si intende il minore fra i due archi da essi determinati so-
pra il circolo massimo che li contiene.

75. Tuttd i punti della superficie sferica equidistanti da un punto
della superficie stessa sono in una circonferenza (74).

76. Costruire il raggio di una sfera il cui centro & inaccessibile.
(Presi due punti sulla sfera si costruiscano tre punti del cir-
colo massimo perpendicolare, che passa pel punto di mezzo
dell'arco massimo determinato dai due punt. Ottenuti questi
tre punti e costruito nel piano un triangolo i cui lati siano
eguali alle distanze dei tre punti, il raggio del circolo cir-
coscritto a questo triangolo sara anche il raggio della sfera).
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LIBRO QUARTO

§ 1.
Continuitd della retta

58. Oss. emp. 1. — Dato un segmento qualunque 4 B, ve-
diamo, o imaginiamo, che esiste almeno un punto distinto dugli
estremi (fig. 150). Dato inoltre in 4B un punto P, esso divide 4B
in due segmenti 4P, PB. Indicando i punti del segmento 4P,
tranne P, con la lettera comune X, e quelli del segmento P B,
tranne P, con X', noi abbiamo due serie o classi di punti (X) e
(X') nali, che per ogni segmento & dato ad arbitrio ¢ possibile
segnare, ed in pit modi, due punti X ed X', pei quali &
(X X') < & Cid si verifica praticamente, sempre che il segmento
¢ abbia gli estremi praticamente distinti. Tale osservazione giu-
stifica la seguente :

Def. I. — Due serie o classi di punt (X) e (X')
sulla retta si dicono contigue se i punti X precedono i
punti X' (o i punti X’ precedono i punti X) e se,
dato un segmento ¢ ad arbitrio, esistono due punti X
ed X' tali che il segmento X X' ¢ minore di e.

A «——>—X X'é—B
P
Fig. 150

Oss. I. — Se XX' < & scelto un segmento

& < e vi saranno pure in (X X') punti Xj Xi' tali,
che ¢ X; Xy < ¢. E cosi di seguito.
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Quindi per la definizione precedente vi sono quanti
si vogliano punti X e X', pei quali X X' < e.

Oss. emp. 11, — Dall'oggetto rettilineo della fig. 150 ve-
diamo che se si hanno due serie contigue qualunque di puntt
{X) ed (X') tali che la (X} non ha un ultimo punto, e la (X")
non ha un primo punto, fra esse esiste almeno un punto P, perche
quando X ed X' sono sufficientemente vicini, praticamente si
confondono in un solo, che si assume come punto P. Porremo
dunque il:

POST. VIII. — In ogni segmento AB esiste almeno
un punto distinto dagli estremi.

Post. *) — Fra due serie contigue di punii (X) e
(X') sulla retta, che non hanno rispettivamente un ultimo
¢ un primo punto, esiste almeno un punto della retia.

Cor. — Fra due serie contigue di punti sulla retta,
le quali non hanno rispettivamente I ultimo e il primo
punto, esiste un solo punto.

Infatti se esistessero due tali punti L ed L', non
esisterebbe un segmento X X' minore del segmento
LL', contro 1 ipotesi che le serie siano contigue

(def. I).

#) Nell’Ed. compl. questo postulato ¢ enunciato in forma
diversa, con l'uso cio& del linguaggio del movimento, ma con lo
stesso significato. Lo si ¢ indicato con carattere corsivo perché
nell’Appendice ho dimostrato che estendendo il concetto di punto
si pud teoricamente evitare il detto postulato, senza che sia ne-
cessario un nuovo postulato pratico. Perd il postulato suddetto,
quando si mantiene il concetto primitivo del punto, come ac-
cade in questo trattato, non si pud dimostrare. Esso ¢ dunque
di natura differente da quelle proposizioni che sono date come
postulati, e segnati con ¥) nei libri T e II, i quali sono -dimo-
strabili.



0ss. I1. — Per essere il fascio di raggi e il fascio
di piani sistemi omogenei, sostituendo nelle classi conti-
gue di punti al punto il raggio e il piano, e al segmento
1" angolo e il diedro, avremo due classi contigue di
raggi in un fascio di raggi, e due classi contigue di
piani in un fascio di piani. Per avere poi due classi
contigue di punti sulla circonferenza basterd sostituire.
al segmento !’arco.

Def. II. — Ogni sistema lineare omogeneo che
soddisfa ai due precedenti postulati, salvo lo scambio di
alcune parole, dicesi continuo.

Teor. I. — Il fascio di raggi, il fascio di piani, e
la circonferenza sono sistemi continui.

X 4
\\ y x/
X\= Yy <%

>

Q

Fig. 151

a) Dato un angolo X O X' qualunque, esiste sempre
in esso un raggio OY distinto dagli estremi. Basta in-
fatti tagliare i lati dell’angolo con una retta XX' e
unire un punto Y interno del segmento (X X') col
punto O; il raggio OY & pure interno dell’ angolo
XO0X (fig. 151)

Siano ora (x) e (x') due serie contigue  di raggi
del fascio di centro O; esse tagliano sulla retta X X'
due serie contigue di punti (X) ed (X'), perche se fra
le due serie esistesse un segmento a allora non vi sa-
rebbe alcun angolo (x x') minore dell’angolo che proietta
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a da O, contro 1'ipotesi che le due classi (x) ed (x')
siano contigue. Ma fra le classi contigue di punti (X)
ed (X') esiste un solo punto Y, e questo determina un
solo raggio y, compreso fra le due classi contigue di
raggl (x) ed (x'); quindi il fascio ¢ un sistema continuo
(d. 1I).

b) Per il fascio di piani Ja dimostrazione e ana-
loga alla precedente.

¢) Per la circonferenza, basta osservare che per la
corrispondenza fra gli angoli al centro e gli archi di
essa, a due serie contigue di raggi del fascio al centro
corrispondono due serie contigue di punti sulla circon-
ferenza, e che il raggio y compreso fra le due serie
contigue di raggi determina un punto Y, compreso fra
le due serie contigue di punti sulla circonferenza ; sicche
anche la circonferenza ¢ un sistema continuo.

A B ¢ D

Eig. 152

59. Oss. emp. — Dati due segmenti diseguali 4B e CD
{(CD < AB), se AB & multiplo di 4D, ciot se (CD)m = AB,
& chiaro che ha luogo la proprietd (CD) (m + 1) > A B, ossia
vi & un multiplo del segmento minore che supera il maggiore.
Lo stessc avverrebbe se CD fosse multiplo di un summultiplo di
AB. Ma se AB e CD non hanno questa relazione, 'intuizione dei
segmenti che noi vediamo (fig. 152) ci assicura che la proprieta
suddetta sussiste egualmente, anche se nei limiti dell’osservazione
non possianio costruire il segmento (CD) (m —+ 1). Per assicu-
rarsi della detta proprietd basta in questo caso verificarla per due
summultipli di 4B ¢ CD secondo un numero # abbastanza grande,
perche se ¢

CD AB
m > —, & pure (CD) m > AB.
n

n



—_ T —

POST. IX (d’ Archimede). — Dati due segmenti
diseguali della retta, esiste sempre un multi-
plo del minore che supera il maggiore.

0ss. — Questa proposizione vale anche per due
segmenti qualunque di due rette (t. I, 13).
Def. — Due segmenti dati che soddisfano alla

condizione del post. IX si chiamano finiti fra loro. E
poiche i segmenti costanti della retta soddisfano et
al post. IX essi si dicono finiti. *)

Cor. — Se due segmenti sono diseguali e 'uno non
¢ multiplo dell’ altro, vi sono sempre due multipli conse-
cutivi del minore A B che comprendono il segmento mag-
giore CD.

Infatti vi sono in primo luogo numeri m, pei quali
(ABYym < CD;essendo 4B < CD, m sard almeno
eguale ad 1. E per il postulato d" Archimede vi sono
anche numeri 2 maggiori di m pei quali: (4 B) k> CD.

Se 1" ultimo numero pel quale ¢ (4 B) m < CD
¢ n, il numero # -+ [ sard un numero %k e si avrd

(AB)yn < CD < (4B) (n + 1)

Teor. — Dati due angoli, due archi di circonfe-
renza o due angoli diedri, esiste un multiplo del minore
che supera il maggiore.

a) Siano a e f due angoli e sia a < g dico che
esiste sempre un numero m tale che am > f.

Sia dapprima BAC = # acuto (fig. 153), e si con-

*) La retta in s¢, tranne la proprietd di essere aperta, &
lefinita dai post. I, VIII e IX; e la retta insieme con le altre
igure viene determinata dai post. IIT e IV,
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duca da un punto C del lato 4 C una retta CB per-

pendicolare al lato 4B. Sia B@I = ¢ e inolire
BD, =D D,=D,D;=...=Dn_ ., Dy

e sia C compreso fra B e D, il che deve sempre ac-
cadere (post. IX). Si conduca per D, la parallela ad 4B
e si prolunghi 4D, fino ad incontrare questa parallela
in 4'. 1 due angoli D,4D,, BAD, sono eguali come
alterni interni della trasversale 44" colle due parallele
AB, A'D, e quindi sono eguali i triangoli 4 BD,, 4'D,D,.
Ma AD, > AB epperd AD, = A'D,, dunque nel
triangolo 4'A4D, si ha:

DiAD, < D;4"D,

Fig. 153

Analogamente si dimostra che:

T — —_ T
Dy ADy < Dy ADy,.......; Dy.y ADwo < Dpyoy A Dy.s
\ /\_‘ T . .
Ma ¢ BAC < BAD,, quindi sommando :
T T
BAD, m > BAC
Se gli angoli @ e # non sono acuti, si potranno
scomporre in angoli acuti. Valendo il teorema per
questi angoli, varra anche per la loro somma, e quindi
pei due angoli qualunque dati.
a) Dati invece due archi @ e b di una circonferenza
(od anche di circonferenze eguali) siano a e i rispet-
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tivi angoli al centro. Osservando che ad angoli al centro
eguali o diseguali corrispondono archi eguali o diseguali
e inversamente (t. I, 29 e c. t. I, 30!, si avra che ad un
multiplo secondo il numero 7 di un angolo al centro
corrisponde un arco multiplo secondo lo stesso numero
dell'arco corrispondente. Dalla relazione am > f siri-
caverd dunque a m > b.

¢) Per dimostrare il teorema per due angoli diedri
basta osservare che fra gli angoli diedri e le loro se-
zioni normali sussiste la stessa corrispondenza, come fra
gli archi e gli angoli al centro della circonferenza.

§ 2.

Generalita sulle figure equivalenti

60. Def. I. — 1) Se i perimetri di due poligoni
convessi 4 e B hanno uno o pit punti, od una parte
in comune, e se i poligoni stessi oltre a cid non hanno
in comune alcun punto interno, 1 due poligoni diconsi
adiacenti.

2) E dicesi somma dei due poligoni convessi adia-
centi 4 e B, o di due poligoni ad essi eguali, la figura
data dai poligoni adiacenti 4 e B.

Ad es. il parallelogramma ¢ somma dei due trian-
goli in esso determinati da una sua diagonale (fig. 154).

3) Le parti interne dei poligoni adiacenti 4 e B
> i punti comuni che non appartengono al perimetro
lella figura da essi determinata costituiscono la parte
nterna della loro somma.

4) Se i perimetri della somma dei poligoni 4 e B
: di un terzo poligono convesso C hanno uno o pi
unti od una parte in comune, e se la somma di 4 e B
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ed il poligono C oltre civ non hanno in comune alcun
punto iaterno, Ja figura che si ottiene, dicesi somma dei
tre poligoni A B C, o di tre poligoni ad essi eguali. E
cost di seguito.

Def. I1. — 1) Figura poligonale dicesi un poligono
convesso od una figura somma di pit poligoni convessi.

2) E per parte peligonale di una tale figura inten-
desi una figura poligonale che sommata ad altre figure
poligonali determina la figura data.

Def. TII. — 1) Se le superficie di due poliedri con-
vesst 4 ¢ B hanno uno o pilt punti, uno o pil spigoli,
od una parte di esso in comune, ¢ se i poliedri stessi
non hanno in comune oltre a cio alcun punto interno,
i due poliedri diconsi adiacenti.

2) Somma dei due poliedri convessi adiacenti 4
e B, o di due poliedri ad essi eguali, dicesi la figura
data dai due poliedri 4 e B.

3) Le parti interne dei poliedri 4 ¢ B adiacenti e i
punti comuni che non appartengono alla superficie della
figura da essi costitnita costituiscono la parte interna
della somma di essi.

Ad es. il parallelopipedo (fig. 155) & somma dei
due prismi triangolari, che sono determinati in esso da
un piano diagonale.

Fig. 154 Fig. 155

4) Se le superficie della figura sommadi A e B e
di un poliedro convesso C hanno uno o pit spigoli,
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od una parte in comune, e se la somma di 4, B ed il
poliedro C oltre a cid non hanno alcun punto interno,
la figura che si ottiene dicesi somma dei ire poliedri A B C
o di tre poliedri ad essi eguali. E cosi di seguito.

Def. IV. — Figura poliedrica dicesi un poliedro
convesso od una figura somma di pitt poliedri convessi.

“2) E per parte poliedrica di una tale figura inten-
desi una figura poliedrica, che sommata ad altre figure
poliedriche determina la figura data.

61. Def. I. — 1) La somma § di due figure 4 ¢ B
si indica scrivendo :

S=4+ B

Le figure 4 e B diconsi parti di S; e si dice al-
trest che 4 ¢ la differenza di B da S5 B la differenza
di 4 da S.

2) E se B = 4, § dicesi doppia di 4 e di B; e
A dicesi meta di S.

3) La somma § delle tre figure 4, B, C si indica
similmente con

S$=4+B+C

Ese B= 4, C= 4, S dicesi tripla di 4. E
cost di seguito.

Def. II. — Due poligoni (o poliedri) si dicono
equivalenti se sono somme di triangoli (o di tetraedri)
e quindi anche di parti poligonali (o poliedriche) rispet-
tivamente eguali.

Ad es. i due parallelogrammi 4, B determinati dalle
somme degli stessi triangoli I e II, ma diversamente
disposti, sono equivalenti (fig. 156).

0ss. I. — Per esprimere che due figure 4 ¢ B
sono equivalenti, si suole scrivere

A= B oppure B = 4
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Teor. L. —- Figure poligonali o poliedriche eguali
sono equivalenti.

Infatti date due figure cguali, ogni divisione in parti
della prima, per la corrispondenza di eguaglianza delle
figure date, pud eseguirsi-anche nella seconda, e in modo
che le parti siano ciascuna a ciascuna eguali.

Teor. 1. — Somme di figure poligonali o poliedri-
che equivalenti sono equivalenti.
Trattisi dapprima di figure poligonali.

Se 4 = B, ci6 significa che 4 ¢ B sono somme
el
di triangoli A4'4" A" ... B'B"B'" ... rispettivamente
eguali.

E se C=D, sono parimenti C ¢ D somme di triangoli
C'Cr e DD D' ... rispettivamente eguali. Ma la
somma A4 + C e la somma B -+ D sono somme dei
triangoli 4’4" ..., C'C" .., B'B"B"" ... D'D"D"" ...

rispettivamente eguali; eppero: 4 + C = B + D.
Si procede in modo analogo, se trattasi di figure
poliedriche.

Teor. IXI. — Due figure poligonali equivalenti ad
una medesima figura sono equivalenti fra loro.

Siano 4 = C, B = C. Poicht 4 == C, d e C
sono somme di triangoli 4'4"...., C'C".... tispettiva-
mente eguali ; e poiché B = C, sono pure B e C somme
di triangoli B'B'"...., C,'C}".... clascuno a ciascuno ri-
spettivamente eguali. Se i triangoli C'C".... C/'C)"....
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sono ciascuno a ciascuno rispettivamente eguali, il teo-
rema & dimostrato, cioé 4 — B. In caso diverso os-
serviamo che un triangolo qualsiasi C” del primo gruppo
potrd trovarsi nelle seguenti posizioni rispetto ad un
triangolo qualunque C}' del secondo gruppo: 1) Il
primo non ha alcun punto in comune col secondo,
oppure ha col secondo solo dei punti del perimetro in
comune, come LM Q, RON oppure LMQ, MON
(fig. 157); 2) il primo ¢ contenuto nel secondo, oppure

Fig. 157

questo contiene il primo, come Q MR, PM O oppure
LMN, LMQ; 3)il primo e il secondo hanno cia-
scuno dei punti interni e dei punti esterni 'uno rispetto
all” altro, come QM N e MPR. Nel primo caso C’
e C{' non hanno alcuna parte comune; nel secondo

\

caso o coincidono o l'uno ¢ parte dell’altro ; nel terzo
caso uno almeno dei vertici di C' & esterno a C) e
almeno uno dei lati di C' incontra il perimetro di CY.
In tal caso la parte comune ¢ il poligono determinato
dalle intersezioni dei lati dei due triangoli. 1l triangolo
C’ o non ha parte comune con alcuno dei triangoli
C{ C".... ed allora appartiene esso stesso ad uno di
questi triangoli ; ovvero ha una parte comune con al-
cuni dei detti triangoli e in tal caso esso viene diviso
da questi triangoli in parti. Le parti e i triangoli co-
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muni ai due gruppi di triangoli suddetti costituiscono
dunque la C e appartengono, rispettivamente ai trian-
goli C'C"..., C/C/"...; essi determinano dunque una
nuova divisione in triangoli D'D"... di C, che appar-
tengono tanto ai triangoli C'C".., quanto ai trian-
goli C)C)"...

Eseguendo quindi la suddivisione analoga nelle
parti eguali di 4 e in quelle di B, si trova che Ae B
sono somme di parti ciascuna a ciascuna rispettivamente
eguali a D'D".. e quindi anche fra loro. Anche in tal
caso pertanto ¢ 4 — B,

Oss. IT. — Ad es. il quadrato C e il rettangolo 4
(fig. 158) sono equivalenti perche somme di due ret-
tangoli eguali e quindi dei quattro triangoli (12), (345),
(678), (910) segnati nelle due figure a tratto continuo.
Il quadrato C e il triangolo B sono pure equivalenti per-
~—7 ché composti di due triangoli rettangoli eguali,

N . . . .
. \/3| segnati a tratto discontinuo, cioé¢ (145610),

N,
A 3 ’

] N4

7 (23789).

2/\
3 \‘
|7

[ \9

107N
AN

Fig. 158 ab¢

I triangoli C' cio¢ (12), (345), (678), (910) e i
triangoli C|' cioé (145610),(23789) in C determinano la
divisione in parti 1, 2, 3, (45), 6,(78), 9, 10 € quindi nei
triangoli D' D' ciot¢ 1,2,3,4,5,6, 7,8, 9, 10.

Teor. 1V. — Due figure solide equivalenti ad una
medesima figura sono equivalenti.
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La dimostrazione ¢ la stessa, solo che in luogo di
due serie di triangoli si hanno due serie di tetraedri.

§ 3

Figure poligonali equivalenti

62. Teor. I. — Parallelogrammi di egual base e di
eguale allezza sono equivalenti.

Consideriamo dapprima il caso che le basi eguali
dei due parallelogrammi coincidano, e che i due paral-
lelogrammi stessi siano in uno stesso piano e si tro-
vino dalla stessa banda della base comune.

Poiché questi due parallelogrammi 4BCD, ABC'D'
hanno eguali le altezze corrispondenti alla base comune,
le rette CD, C'D' per esser parallele alla 4B e per
aver eguale distanza dalla 4 B coincideranno. E sara
inolre CD = C'D'. Cid posto:

a) Se C' coincide con C e D' con D i due paral-
lelogrammi coincidono ¢ quindi sono anche equivaleuti.

b) Se le coppie di punti CD, C'D’ si separano,
ad es. se C' & contenuto in CD, D' sard fuori di
CD (fig. 159 a) e in tal caso i due triangoli 4 C C'

c ¢ D D C D¢ D
r"y“\* )
Vo )
A B A B

Fig. 159 ab

BDD'" avendo i lati 4 C, 4 C’ e l"angolo compreso
C A C' rispettivamente eguali ai lati BD, BD' e DBD',
saranno eguali, e si conchiuderd che i due parallelo-
grammi dati sono equivalenti, essendo 1’uno somma
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dei poligoni 4 CC', A C'D B e 1" altro somma dei po-
ligoni DBD', 4 C'BD rispettivamente eguali. Se C’
coincide con D il trapezio 4 C'BD si riduce ad un
triangolo, e 1 due parallelogrammi sono pure equivalenti.

¢) E se le coppie di punti CD, C'D' non si
separano e sono disposte ad es. nell’ ordine CD C' D’
(fig. 159 b), porteremo a cominciar da D e nello stesso
verso di CD dei segmenti consecutivi eguali a CD
finché {pel post. d’Archimede) avremo ottenuto un
segmento CX = (CD) n, che termini in D’ oppure
in un punto fra C' e D'. Tutti i parallelogrammi. di
base 4 B che hanno per lati ad essa opposti i segmenti
suddetti sono equivalenti al parallelogramma ABCD;
l'uldmo di essi perd, per i casi finora considerati a) b)
¢ equivalente anche al parallelogramma 4B C' 1. Adun-
que anche in questo caso ABCD e ABC'D’ sono
equivalenti.

d) Che se i due parallelogrammi dati non sono di-
sposti come nella dimostrazione precedente, noi sap-
piamo costruire nel piano del primo A B CD e dalla
stessa banda rispetto ad 4 B un parallelogramma la cui
base coincide con A4 B e che sia eguale a quello dato.

Cor. — Un parallelogramma ¢ equivalente ad un
rettangolo della stessa base ¢ della stessa altezza.

Teor. II. — Un triangolo ¢ equivalente ad un
rettangolo che ha per base la meta di un lato del trian-
golo e per altezza I'altezza corrispondente a questo lato;
o ad un rettangolo che ha per base un lato del triangolo
e per altezza la mety dell’altezza corrispondente.

a) Siano 4 B C il triangolo, B C la base, 4G l'al-
tezza corrispondente (fig. 160). La parallela ad 4B
condotta dal punto di mezzo E di B C incontra 4 C
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nel suo punto di mezzo D; e se A F ¢ parallela a B C
siha: AF = BE (c. I, t. VI, 27).

Ora, 1 triangoli A DF, D C sono eguali per
avere un lato e gli angoli rispettivamente eguali {t. II, 27),
percio il triangolo 4 B C e il parallelogramma 4 BE F
sono equivalenti come somme del trapezio A DED e
dei triangoli eguali 4 D F, D E C. Adunque il triangolo
A B C ¢ equivalente al parallelogramma 4 BEF della
stessa altezza 4 G e di base B E eguale alla meta del
lato B C; e percido anche ad un rettangolo della stessa
base ed altezza (c. t. I).

Fig. 160

b) 1l triangolo 4B C ¢ equivalente al parallelo-
gramma 4 BEF e questo al rettangolo di base 4B e
di altezza IH, essendo I C I altezza del triangolo 4 B C
passante per C. Ma I H & la metd di CI (t. VI, 26)
dunque il triangolo 4 B C ¢ equivalente ad un rettan-
golo che ha per base un lato e per altezza la meta
dell’ altezza corrispondente del triangolo.

Cor. — Due triangoli che hanno eguali una base e
I’ altezza corrispondente sono equivalenti.

Essi sono infatti equivalenti ad uno stesso paral-
lelogramma di eguale. altezza e di base eguale alla meta
delle basi eguali dei due triangoli.

0ss. — Per dividere un triangolo 4 B C in n trian-
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goli equivalenti basta dividere un lato di esso, ad es.
B C in n part eguali e congiungerne gli estremi col
vertice opposto 4. Se 4B C' ¢ uno di questi triangoli
si scriverd: ABC' = (4B C) %

Yeor. XII. — Un trapezio ¢ equivalente ad un ret-
iangolo che ha per base la semisomma delle basi del trapezio
e per altezza la loro distanza.

Dal punto medio £ di uno dei lati non paralleli
C B del trapezio 4 BC D si conduca la parallela all” altro
e si prolunghi la base minore (fig. 161). I due trian-
goli CGF, BHF sono eguali perche sono opposti
rispetto al punto £ (t. III, 18), danque il parallelo-
gramma 4 H G D ¢& equivalente al trapezio 4 B CD.
Ma sappiamo che la base 4 H di questo parallelo-
gramma & la semisomma delle basi 4B, CD del tra-
pezio (t. VI, 28); oltre a cio 1"altezza del parallelo-
gramma ¢ la distanza dei lati paralleli del trapezio, e
siccome questo parallelogramma ¢ equivalente ad un ret-
tangolo d'egual base e di eguale altezza, cosi si con-
chiude che il trapezio 4 BC D ¢ equivalente al rettan-
golo che ha per base la semisomma delle basi del tra-
pezio e per altezza la loro distanza.

D C G

/N

Teor. LY. -— Un poligono convesso circoscritto ad
un circolo ¢ equivalente al retlangolo che ha per base il
perimetro ¢ per allezza la mela dell’ apotema del poligono
medesimo.
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Infatti il poligono dato & somma di triangoli che
hanno per altezza 1" apotema del poligono, vale a dire
il raggio del circolo ad esso inscritto, e per basi ri-
spettivamente i lati del poligono medesimo (fig. 162).
Ma ciascuno di questi triangoli ¢ equivalente al rettan-
golo della stessa base e di altezza eguale alla meta del-
1" altezza del triangolo stesso ; segue da cio che la somma
di tutti questi rettangoli di eguale altezza ¢ eguale ad
un rettangolo unico della stessa altezza e che ha per base
la somma delle basi dei rettangoli medesimi.

Fig. 102

Pertanto il poligono dato & equivalente al rettangolo
:he ha per base il perimetro e per altezza la metd
tell” apotema del poligono stesso.

Teor. V. — La superficie laterale di una piramide
egolare ¢ equivalente ad un retlangolo che ha per base il
erimelro della base, e per altezza la metd dell’ apotema
lella piramide. :

Siano V il vertice, 4 B C... la base della piramide
fig. 163). Poich¢ la piramide ¢ regolare (d. II, 52), le
acce di essa sono eguali, quindi il vertice avra eguali
istanze dai lati della base; ma queste distanze sono le
ltezze dei triangoli costituenti la superficie laterale della
iramide, ossia sono 1" apotema della piramide; e poiche



ognuno di questi triangoli ¢ equivalente al rettangolo
che ha la stessa base e per altezza la metd dell’altezza
del triangolo, cosi la superficie laterale della piramide
regolare sara equivalente alla somma dei rettangoli le
cui basi sono i lati 4B, BC.... della base della piramide,
¢ le cui altezze sono eguali alla meta dell’apotema della
piramide stessa. La somma poi di questi rettangoli es-
sendo eguale ad un rettangolo unico che ha per base la
somma delle basi dei medesimi e per altezza I'altezza loro
comune, ne consegue che la superficie laterale della pi-
ramide regolare ¢ equivalente al rettangolo che ha per
base il perimetro della base e per altezza la metd del-
I"apotema della piramide

Teor. VI. — La superficie laterale di un tronco di
piramide regolare ¢ equivalente al rettangolo che ha per
base la semisomma dei perimetri delle basi e per altezza
Papotema del lronco. :

Sia A'B°C" ABC il tronco di piramide (fig. 163).
La superficie di esso si compone dei trapezi 4B A'B',
ACA'C', BCB'C' che hanno la stessa altezza e sono
equivalenti a rettangoli aventi per basi la semisomma
delle basi dei trapezi e per altezza l'apotema del tronco;
dunque resta dimostrato che la superficie ecc.

Teor. VII. — La superficie laterale di un prisma
¢ equivalente al rettangolo che ha per base il perimelro di
una sezione normale e per allezza unc spigolo laterale.

Siano ABCD.... A'B'C'D’..... le basi del prisma.
EFGH una sezione normale, cio¢ il poligono d'inter
sezione di un piano perpendicolare ad uno spigolo cor
le facce del prisma (fig. 164). Il parallelogramma 4B B’ 4
¢ equivalente al rettangolo che ha per base EF ¢ pe
altezza lo spigolo 44'; il parallelogramma B C C'B’ «
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pure equivalente al rettangolo di base FG e di altezza
BB’ che & eguale ad 44'; e cosi di seguito.

Ora da una parte la superficie laterale del prisma ¢
la somma di tutti i parallelogrammi ABB' A", BCC'B ..
d'altra parte la somma di tutti i rettangoli  equivalenti
rispettivamente a questi parallelogrammi ¢ eguale al ret-
tangolo che ha per base la somma delle basi, ciot il
perimetro del poligono EFG H, e per altezza lo spigolo
AA": pertanto la superficie laterale de! prisma ¢ equi-
valente al rettangolo che ha per base il perimetro della
sezione normale e per altewza uno spigolo laterale.

Probl. 1. — Costruire un triangolo che sia equi-
valente ad altro triangolo dato, ed abbia un'altez;a cguale
ad un segmento dalo.

Siano a 1" altezza data, 4B C il triangolo dato. Si
conduca una parallela 7 alla base CB del triangolo 4BC
e dalla stessa banda di C, la cui distanza da CD sia
eguale ad a. Se la retta r passa per 4, il triangolo cer-
cato ¢ ogni triangolo di base BC col vertice opposto
sulla retta r. Se la retta r incontra in [© il prolunga-
mento del lato 4 C (fig. 165), si unisca F con B, da 4

AF

'
!
'

Fig. 164 Fig. 165

si conduca la parallela 4D alla retta F'B e si congiunga
F con D. T due triangoli 4DF, ADB sono equivalenti,
per avere la stessa base 4D e la stessa altezza corri-
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spondente, cio¢ la distanza delle due parallele 4D, FB;
per cid le somme

ACD 4 ADF, ACD 4 ABD

saranno pure equivalenti. Ma la prima somma & il trian-
golo CFD la cui altezza rispetto alla base CD ¢ il
segmento dato @, e la seconda somma ¢ il triangolo
ACB. 1l triangolo FCD, e ognuno dei triangoli di
base eguale alla CD e di altezza a, sard il richiesto.

Se la r incontra invece il lato AC in un punto
interno F, la dimostrazione ¢ la stessa ; in tal caso perd
i due triangoli 4 BC, F CD sono somme dei triangoli
BCF, ABF; BCF, BFD.

Probl. II. — Costruire un rettangolo di data altezza
che sia equivalente ad un dato triangolo.

Sia ABC il wiangolo dato; si costruisca il trian-
golo FCD di altezza a equivalente ad 4B C. 1l rettan-
golo che ha per altezza a e per base la metd del seg-
mento CD ¢ quello richiesto.

Probl. IIL. — Costruire un rettangolo di data al-
lezza equivalente ad una figura poligonale dala.

Supponiamo anzitutto che la figura poligonale data
sia un poligono convesso ABCDF (fig. 166). Scelt
tre vertici consecutivi ABC si tiri la diagonale 4 C,
indi la parallela alla 4C passante per B, la quale in-
contrerd il prolungamento del lato consecutivo a BC,.
ciot di DC, in un punto X; e si unisca 4 con X. I
triangoli 4B C, 4 X C sono equivalenti per avere la base
A C in comune e l'altezza corrispondente eguale ; quindi
il poligono dato, che ¢ somma di 4CB col poligono
ACDE.. sard equivalente al poligono AXDE... che ¢
somma di 4 CX col poligono 4 CDE... Cosi il poligono

1

dato ¢ equivalente ad un altro poligeno avente un lato
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di meno. Similmente da questo poligono se ne dedurrd
un altro, avente un altro lato di meno; e seguitando
la stessa costruzione, si perverrd ad un triangolo, equi-
valente al poligono proposto. Questo twiangolo poi lo
si trasformerd in un rettangolo di altezza data, conforme
il problema precedente.

Se invece la figura data non & un poligono con-
vesso, ma bensi una figura poligonale, e quindi come
tale, somma di poligoni convessi (d. II, 58) si trasfor-
mera come precedentemente ciascun poligono convesso
in un rettangolo equivalente e di altezza data a, indi
sopra una retta si prenderanno dei segmenti consecutivi
e del medesimo verso eguali ciascuno a ciascuno alle
basi dei rettangoli cosi ottenuti. Il rettangolo che ha per
base la somma dei segmenti ora considerati e per al-
tezza 1" altezza data @ sard manifestamente il richiesto.

63. Def. T. — Ogni figura poligonale (o poliedrica)
che ¢ somma di un dato numero n di poligoni (o po-
liedri) convessi dicesi figura poligonale (o poliedrica)
finita.

Fig. 166 Fig 167

°

0ss. emp. — Dall’ispezione della figura 167 composta det
inque poligoni convessi 4, B, C, D, E, risulta che tralasciando
i parte E colle parti rimanenti 4, B, C, D non si pud formare la fi-
ura stessa; dunque diremo :
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Post. *) — Non ¢ possibile dividere una figura po-
ligonale finita in parti poligonali in guisa che trascurandone
alcune, le parti rimanenti, anche se disposte in differente
aodo, costituiscano una figura equivalente alla data.

0Oss. I. — Dalla proposizione precedente risulta
tosto che rettangoli, i quali hanno la stessa altezza e
basi diverse non possono essere equivalenti; quindi i
rettangoli della stessa altezza che sono equivalenti a fi-
gure equivalenti fra loro devono avere basi eguali.

Def. 11. — La base di un rettangolo di altezza
data b, equivalente ad una figura poligonale, dicesi
segmento associato alla figura medesima rispetto ad b.

Teor. 1. — A4 due figure A, B poligonali finite equi-
valenti corrispondono due segmenti associali a e b egaaliy
¢ inversamenie. I se B ¢ equivalente ad una parte di A, b
¢ eguale ad una parte di a; e inversamenie.

a) Infatti a due figure poligonali finite equivalenti
sono equivalenti due rettangoli di altezza b, le basi de
quali saranno eguali (o. I).

Inversamente, date le basi dei rettangoli (d. I), sonc
determinati i due rettangoli di altezza 5. Se le lorc
basi sono eguali, i rettangoli sono eguali e le figure
ad essi equivalenti sono equivalenti.

b) Se B & equivalente ad una parte di 4, il ret
tangolo di altezza b e di base b equivalente a B dew
essere parte del rettangolo di altezza b e di base .
equivalente ad 4 ; che altrimenti se fosse a < b, il ret
tangolo equivalente ad 4 sarebbe equivalente 2 B o a
una parte di B, vale a dire 4 sarebbe equivalente a
una sua parte, contro il post. dell’ equivalenza.

#) Anche questa proposizione pud essere dimostrata (Ve;
gasi " Appendice dell’ Ed. completa, nota XXVI).
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Inversamente, per i casi precedenti se a > b, non
pud essere 4 = B, n¢ pud essere 4 equivalente ad
una parte di B; quindi B ¢ equivalente ad una parte
di 4.

Def. TII. — Se una figura poligonale finita 4 ¢&
equivalente ad una parte di altra figura poligonale B fi-
nita, si dice che la prima figura 4 ¢ maggiore della se-
conda, o che la seconda & minore della prima, e si
scrive: 4 > B, oppure B < 4..

Cor. — Se A ¢ B sono figure poligonali finite ognuno
dei tre casi: A > B, A — B, A < B esclude gli altri due.

Perché tale proprietd vale anche pei segmenti as-

sociati ¢ e b di 4 e B; mentre se: a 2 bsiha: A=B.

< <

Teor. IL. — Se da figure poligonali finite equiva-
lenti si sottraggono figure poligonali equivalenii, si otten-
gono figure equivalenti. ‘

Siano 4 == A', B = B’ e le figure poligonali 4, B
non siano equivalenti, e di piti sia B parte poligonale
di 4. Indicando con a, a’; b, b' i segmenti rispettiva-
mente associati alle figure 4, A4'; B, B' sard:

a—=a b=101', e sard a > b
Segue da ci6 che:

a —b—=—a" — D'

e quindi al rettangolo di altezza s e di base « — b sono
equivalentt 4 — B ed 4' — B', vale a dire:
A—B=4 —B

Teor. I11X. — Una diagonale di un parallelogramma
¢ le parallele condotte ai lati da uno dei suoi punti lo
dividono in quattro triangoli ed in due parallelogrammi
che sono equivalenti. '
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Per un punto O della diagonale 4 C del paralle-
logramma 4ABCD si conducano le parallele HG, EF
ai lati (fig. 168); si otterranno cosi i triangoli 4D C,
AHO, EO C eguali rispettivamente ai triangoli 4B C,
AF O, OG C; ma sottraendo da figure equivalenti figure

equivalenti si ottengono figure equivalenti; sara dunque:

ADC — A0H — OEC=A4BC — AFO — 0GC

HD/————-——;E% ¢

=

Fig. 168

ossia : HDEO — OGBF.

§ 4

Relazioni tra i lati del triangolo

64. Lemma I. — II quadrato di un cateto di un
triangolo € equivalente al rettangolo dell'ipotenusa e della
proiezione del cateto sull’ ipotenusa.

Sia ABC il triangolo rettangolo in 4 (fig. 169);
dico che il quadrato 4BHI costruito sul cateto BA
¢ equivalente al rettangolo BDML che ha per lati
BD = BC e BL proiezione di 4B sull”ipotenusa BC.

Infatti essendo BAH ¢ BAC angoli retti, i punti
ACH sono in linea retta. 1 triangoli BCI, BDA sono
eguali per avere cguali i lati BC, BD; BI, 4B e gli
angoli CBI, BDI eguali, essendo :

T~ ——

IBC =1IBA + ABC, ABD = ABC + CBD
IEE—EC/B\D
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1l triangolo ABD ¢ equivalente alla metd del ret-
tangolo BD ML, perché ha la stessa base BD e per
altezza la distanza delle rette BD, AM, cio¢ BL, che
¢ 1" altezza del rettangolo.

Cost il triangolo B CI ¢ equivalente alla meta del
quadrato 4BI1 H avendo per base BI e per altezza AB;
ma i due triangoli 4BD, B CI sono eguali, dunque il
rettangolo BD ML e il quadrato 4BI1H essendo equi-
valenti al doppio di due triangoli eguali sono equiva-
lenti.

Teor. 1. — In ogni triangolo rettangolo il quadrato
dell’ ipotenusa ¢ equivalente alla sommna dei quadrati dei
cateti (teor. di Pitagora).

Siano 4B C il triangolo rettangolo, ABIH, ACFG,
BCED i quadrati costruiti sui cateti e sull’ipotenusa
(fig. 169). Se da 4 si conduce la perpendicolare 4L M

H G
AA
\ £
7 o
B L Y
pl_IM_ g
Fig. 169

sull'ipotenusa BC, si ha (I I):
ABHI — BDLM; ACFG — CELM

da cui sommando
ABHI + ACFG — BDLM + CELM
BDLM + CELM — BCDE,;

dunque in ogni triangolo ecc.
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Cor. — 1l quadrato di un catelo di un triangolo
rettangolo ¢ equivalente alla differenza dei quadrati del-
Uipotenusa e dell altro catetc.

Probl. — Costrudre un quadrato equivalente ad un’
poligono dato.

Trasformato il poligono in un rettangolo equiva-
lente, il problema si riduce a descrivere un quadrato equi-
valente ad un dato rettangolo. Sia dunque 4B CD il
rettangolo e sia AB > A D (fig. 170). Si descriva su 4B
come diametro una semicirconferenza e sia AE = 4D
e si conduca la EF perpendicolare ad 4B. Dico che
AF ¢ il lato del quadrato cercato.

Infatti il wiangolo 4 BF ¢ rettangolo in F (c. II, 33)
e per cio il quadrato di AF ¢ equivalente al rettangolo
di 4B e di AE (1. 1) ossia di 4B e di 4D, e quindi
¢ anche equivalente al poligono dato.

Lemma XYI. — Il quadrato della somma di due
segmenti ¢ equivalente alla sowmma dei quadrati di questi
segmenti e del doppio del loro rettangolo.

Siano A4 B, B C due segmenti eguali ai segmenti dati
(fig. 171), e si costruiscano i quadrati 4 CDE, BCHI
di lati A C, BC. Manifestamente si ha:

EF = Gl = AB = DH = EG = F],
D C E F D
A € , B i
G
1 H
F A B¢
Fig. 170 Fig. 171

vale a dire il rettangolo EFGI ¢ il quadrato di lato EF
eguale a quello di lato 4B ; dico che il quadrato di lato
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A C & equivalente alla somma dei quadrati di lati 4B, BC
e del doppio del loro rettangolo. Infatti i due rettan-
goli ABIG, IHDF hanno i lati rispettivamente eguali
ai segmenti dati, e quindi sono eguali, dunque si ha:

ACDE — EFGI + BCIH + 2 ABIG

come volevasi dimostrare.

Teor. 1I. — In ogni triangolo ottusangolo il qua-
drato del lato opposto all’amgolo ottuso ¢ equivalente alla
somma dei quadrati degli altri due lati, pi il doppio
reitangolo di uno di essi e della proiegione sovra esso
dell’ altro lato.

Sia 4B C I’angolo ottuso del triangolo 4B C, 4D
la perpendicolare condotta da A4 al lato B C (fig. 172).

Pel teorema di Pitagora il quadrato di lato 4C ¢
equivalente alla somma dei quadrati del lato 4D e del
segmento CD. Ma CD = BD + BC, dunque il qua-
drato, di CD ¢& equivalente alla somma dei quadrati di
lati BD, BC e del doppio del loro rettangolo (I. II);
epperd il quadrato di lato 4 C ¢ equivalente alla somma
dei quadrat di lati 4D, BD e BC e del doppio ret-
tangolo di lati BC e BD. Ma la somma dei quadrati
di lati AD e BD ¢ equivalente al quadrato di 4B,
dunque il quadrato di lato 4 C & equivalente alla somma
dei quadrati di 4B ¢ BC, aumentata del doppio rertan-
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golo del lato BC e di BD che & la proiezione del
lato 4B sul lato CB.

Lemma YII. — II quadrato deila differenza di due
segmenti & equivalente alla somma dei quadrati di quest:
segmenti diminuita del doppio del loro rettangolo.

Siano 4B e BC due segmenti eguali ai due seg-
menti dati (fig. 173) di cai 4C & la differenza, e si co-
struiscano i quadrati di latd 4C, BC e 4B.

D TTUTTE

|
H

: ’
t
|

B ¢ “A

L

|
Fig. 173

Dalla figura stessa si ricava che i rettangoli £ DG,
HIGL haono i lati eguali ai segmenti dati 4B e BC,
e quindi sono eguali, e per conseguenza la somma dei
quadrati di 4B e di BC ossia ABDE + BCIL dimi-
nuita dei rettangoli EFD G, HGIL & appunto il qua-
drato ACFH di lato 4C, c. v, d. '

Teor. 11L. — In ogni triangolo il quadrato del lato
opposto ad un angolo acuto & equivalente alla somma dei
quadrali degli altri due lati, diminuita del doppio del ret-
tangolo di uno di essi lati e della proiezione sovra esse
dell” altro lato.

Sia 4B C un angolo acuto del triangolo 4B C, CD
la perpendicolare condotta da C sul lato B4 (fig. 174).

Il quadrato del lato 4C opposto all’angolo acuto
ABC ¢ equivalente alla somma dei quadrati di lati 4D
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e CD. Nel caso che D sia interno di 4B (fig. 174 a),
AD = 4B — BD

e per cid il quadrato di 4D & equivalente alla somma
dei quadrati di lai 4B e BD diminuita del doppio del
loro rettangolo. Dunque il quadrato del lato 4 C ¢ equi-
valente alla somma dei quadrati di lai CD, 4B, BD
diminuita del doppio del rettangolo di lati 4B e BD.
Ma la somma dei quadrati di lati CD e BD ¢ equiva-
lente al quadrato di lato B C; dunque il quadrato di
lato 4T & equivalente alla somma dei quadrati di lati
AB, BC diminuita del doppio del rettangolo del lato
AB e della proiezione dell’ altro lato B C sul lato A4B.

Fig. 174 a b

Nel caso invece che D sia esterno al lato AB
(fig. 174 0) sithaAD=BD — 4B, il che non muta
la dimostrazione. Finalmente se il triangolo ABC & ret-
tangolo in 4, D coincide con 4, e si ricade nel teor.
di Pitagora.

§s.
Figure poliedriche equivalenti
65. Teor. 1. — Due prismi triangolari, che abbiano

le sezioni normali eguali e gli spigoli laterali eguali, sono
equivalenti. '
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Siano ABCDEF, A'B'C'D'E'F' i prismi trian-.
golari, tali che gli spigoli laterali siano eguali, cio&
AD = A'D'" ed eguali siano le sezioni normali G HK,
G'H'K' (fig. 175 ab). Un prisma triangolare eguale al’
prisma A'B'C'D'E'F' e di cui uno spigolo laterale
coincide con 4D e nel punto G abbia la sezione normale
coincidente col triangolo GHK sia D'M'N'" A'M'N'.

1) Se i due prismi ABCDEF, AM'N' DMN oltre
lo spigolo 4D hanno in comune anche le altre coppie
di spigoli laterali, i due prismi stessi, e quindi anche i
due prismi dati, sono eguali.

2) Supponiamo ora che oltre 4D i due prismi ab-
biano in comune una sola coppia di spigoli laterali, ad
es. MM' ed FC (fig. 175 a), e che N sia interno al
segmento EB. In tal caso i due tetraedri DFEN e
ACBN'’ hanno gli spigoli paralleli, del medesimo verso
ed eguali; quindi hanno le facce egnali, e percid i due
tetraedri stessi sono eguali (c. IlI, t. I, §3). Dal che si
conchiude che il prisma 4B CDEF ¢ equivalente al
prisma AM'N'DMN essendo I'uno e I'altro somme
della figura poliedrica DFNACB con uno dei due te-
traedri stessi.

La dimostrazione vale anche nel caso che N cada
in B. Se N cade fuori dello spigolo EB, ad es. nel pro-
lungamento da E a B, e quindi anche N', allora si co-
struird una serie di prismi cogli spigoli consecutivi sulla
retta EB ed eguali ad EB in modo che per il post. di
Archimede il secondo estremo dell'ultimo spigolo o
coinciderad con N o N sard un punto interno allo spi-
golo stesso. E siccome tutti i prismi cost considerati
sono equivalenti, e cosi 1 ultimo di essi e il prisma
AM'N' DMN, si conchiude che anche ABCDEF e
AM'N'DMN, sono equivalenti.
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3) Supponiamo infine che oltre 4D i due prismi
non . abbiano . alcun’ altra coppia di spigoli in comune
(fig. 175°b). Congiungansi M con N, M’ con N' I due
p‘iismi ABCDEF, AM'BDME avendo due coppie di
spigoli laterali in comune sono pel caso 2) equivalenti;
per la stessa ragione sono equivalenti i'due prismi
AM'BDME, AM'N'DMN. Adunque sono equivalenti
i'due prismi ABCDEF AM'N'DMN e quindi tali

anche i due proposti.

Fig. 175 ab

Teor. II. — Due prismi che abbiano le sexioni nor-
mali equivalenti e gli spigoli laterali eguali sono equivalenti,

Infatti le sezioni normali dei due prismi  essendo
equivalenti potranno scomporsi in parti poligonali e
quindi anche in triangoli eguali. Se dai vertici di questi
triangoli si conducono rispettivamente le parallele agli.
spigoli dei primi, fino ad incontrare le basi di essi, i due
prismi resteranno scomposti in prismi triangolari cogli
spigoli laterali e colle sezioni normali eguali; ma questi
sono a due a-due equivalenti, dunque anche i prismi
dati sono equivalenti.

Teor. IXI. — Due parallelopipedi che abbiano una
faccia e la corrispondente altezza rispettivamente eguali
sono equivalenli.
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Siano ABCD A'B'C'D' le basi eguali dei due pa-
rallelopipedi e le altezze corrispondenti a queste basi
siano eguali (fig. 176). Le sezioni normali EF G H
E'F'G'H' prodotte nei due parallelopipedi da piani per-
pendicolori a due lati eguali 4B, 4'B’' delle basi, sono
due parallelogrammi, i quali avranno eguali i lati EF,
E'F' percht altezze di parallelogrammi eguali, e le al-
tezze, perché eguali alle altezze dei parallelopipedi che
sono fra loro eguali, e percid le sezioni normali saranno
equivalenti. Dunque i due parallelopipedi sono equiva-
lenti (t. II).

Teor. IV. — Due prismi triangolari se hanno basi
eguali ed altezze eguali sono equivalenti.

Siano ABCDEF A'B'C'D'E'F' i due prismi
triangolari le cui basi ABC A'B'C’' sono eguali e le
cui altezze sono pure eguali; dico che essi sono equi-
valenti (fig. 177).

La parallela ad 4C passante per il punto medio
O del lato CB e la parallela ad 4B passante per C
determinano un parallelogramma 4APQ C tale, che 4P
¢ la metd di 4B. E nel parallelopipedo che ha per base
APQ C e per altezza l'altezza del prisma dato, il prisma
triangolare COQFTS ¢ eguale al prisma POBR TE,
perche essi hanno le basi eguali e gli spigoli eguali e
paralleli (t. I, §3). Ma il parallelopipedo APQ CDRSF
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e il prisma triangolare ABCDEF si ottengono ag-
giungendo rispettivamente al poliedro APO CDRFT i
prismi COQFTS, POBRTE; dunque essi sono
equivalenti.

Similmente il parallelopipedo 4'P'Q'D'R'S'F' co-
struito in modo analogo nel prisma A'C'B'D'E'F' ¢
equivalente al prisma medesimo.

D'

Fig. 177

Ma i due parallelopipedi sono equivalenti fra loro
perché hanno una faccia eguale, cio¢ i parallelogrammi
APQC, A'P'Q'C’" e 1 altezza corrispondente eguale
{t. III); saranno dunque equivalenti anche i due prismi
triangolari considerati.

Cor. — Due prismi che banno basi equivalenti ed
altezze eguali sono equivalenti.

Le basi di due prismi essendo equivalenti possono
essere divise in triangoli rispettivamente eguali. Ma il
primo prisma si pud dividere in prismi triangolari le
cui basi sono i triangoli di divisione della sua base,
ed aventi la, stessa altezza ; lo stesso dicasi del secondo
prisma dato. I due prismi risultanti pertanto sono
somme di prismi triangolari rispettivamente equivalenti ;
e quindi saranno equivalenti.

66. Def. I. — Siano 4B CD un tetraedro, ABC
una faccia, DE 1 altezza corrispondente (fig. 178). Si
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divida DE in un numero qualunque 7, ad es. in 4
parti eguali, DH, HG, GF, FE e per i punti di divi-
sione conducansi dei piani paralleli ad 4BC, i quali
segheranno il tetraedro lungo i triangoli 4, B, C),
AyBy Cyy Ay By Cy coi lati rispettivamente paralleli a
quelli di 4BC.

Indi tirando per B, B, By, per C, G, Gy le parallele
ad AD fino ad incontrare i lati del triangolo inferiore
st costruiscano i prismi: AXYA B, C, 4, XY ,4,B,C,,
Ay X, Y, 45 B,C,. Questi prismi sono tutti interni al te-
traedro.

Eig. 178

Se si aumenta indefinitamente il numero delle parti
in cui viene divisa 1" altezza DE, si ba una serie inde-
finita di prismi tutti interni al tetraedro.

La figura data dalla somma di tutti questi prismi
interni si chiama scaloide inscritto nel tetraedr o.

0ss. — Dal triangolo BDE, essendo le rette BE,
B\F, B,G, ByH parallele come intersezioni del piano
BDE coi piani paralleli ABC, 4,B,C; ecc. si ha

BB, = B,B;, = B,D

(t. VI, 27); si ha dunque BB, = (BD) 7‘. Conside-
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rando il triangolo ABD si-ha: XB = (4B) —. Ana-

logamente si ha YC = (4 C) %.

E in generale si ha:
(XB) = (4B) —  (YO)=(4C) -

Lemma. — La parte interna del tetraedro e quella
di un suo scaloide inscritto coincidono.

Basta dimostrare che ogni punto interno dello sca-
loide inscritto ¢ interno del tetraedro; e reciproca-
mente.

Che ogni punto interno dello scaloide sia pure interno
al tetraedro, risulta dalla def. I stessa. Reciprocamente se
P & un punto interno del tetraedro 4B CD conducendo
la retta PD essa incontra i piani dei triangoli 4B C,
A4,B,C,, ... 4,B,C, in punti E, F, G, H.... Ma si puo
prender n abbastanza grande perché E sia interno al
triangolo 4XY, F al triangolo 4 X,Y,.... e cosi via.
Dunque i segmenti EF, FG, GH, ecc. in cui ¢ divisa
la DE ove trovasi P, sono interni allo scaloide, e quindi
interno ¢ anche il punto P stesso.

Teor. I. — Due tetraedri sono equivalenti se lo sono
due dei loro scaloidi inscritti.

Infatti gli- scaloidi essendo equivalenti, possono
essere divisi in tetraedri rispettivamente eguali, i quali
sono interni ai tetraedri dati. Ma questi tetraedri non
hanno alcuna parte poliedrica fuori dei loro scaloidi
inscritti (Lemma) ; dunque la divisione in tetraedri eguali
dei due scaloidi d4 anche una divisione in tetraedri eguali
dei due tetraedri dati.

Teor. II. — Due tetraedri che abbiano una faccia
¢ la corrispondente alteyza eguali somo equivalenti.
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Siano ABC A'B’'C’ le facce eguali di due tetraedri
e siano eguali le altezze corrispondenti DE, D'E’ (fig. 178);
dico che essi sono equivalenti. ‘

Dividiamo le due altezze in un certo numero n di
parti eguali e siano FE — F'E' due di queste parti
eguali, e conduciamo per F ed F' i piani paralleli alle
basi ABC, A'B'C'. Costruiamo i due prismi

AXYA4,B,C, A'X'Y'A!'B/C/.
Nel triangolo BDE le rette BE, B,F sono paral-
lele, ed essendo EF = (DE) —;— si ha

BB, = (BD) —

e considerando il triangolo ABD si ha XB = (4B) % R

n-I

quindi, 4XY = ( )QABC (0. 62). Analogamente ¢

7
n-1

n

AX'Y = ( ) A'B'C'; ma
ABC = A'B'C' e AB,C, = AXY,
A'B/C/ = A'X'Y'

dunque 1 triangoli 4XY, A'X'Y" sono equivalenti. I
due prismi

AB,C,AXY, A'B/ClAX'Y

hanno percid basi equivalenti e altezze eguali dunque
sono equivalenti (c. t. IV, 63).

Lo stesso dicasi dei due prismi le cui basi inferiori
sono rispettivamente 4,B,C,, 4,/B/C, ; e cost di se-
guito. Questa proprieta verificandosi qualunque sia il
numero # delle parti in cui & stata divisa 1" altezza nei
due tetraedri, gli scaloidi inscritti nei due tetraedri,
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come somme di prismi equivalenti sono equivalenti. E
per il teorema precedente, tali saranno anche i tetraedri
stessi.

Teor. 11X, — Due piramidi che abbiano basi equi-
valenti ed aliezze eguali sono equivalenti.

Basta supporre le basi divise in triangoli rispettiva-
mente eguali, ed applicare il teorema precedente.

Teor. IV. — Ogni prisma ¢ somma di tre piramidi
equivalenti, una delle quali ha per base e per altezza la
base e U aliezza del prisma.

Consideriamo  dapprima un prisma triangolare
ABCDEF di base ABC (fig. 179). 1l piano delle due
rette DA, DC lo divide in due piramidi I’ una di base
ABC e della stessa altezza del prisma, 1" altra di base
AFEC e di vertice D. 1l piano delle rette DA, DE
divide poi la piramide di base AFEC e vertice D, in
due altre piramidi "una di base AFE e di vertice D,
Ialtra di base 4 CE eguale alla base 4 FE e di ver-
tice D ; queste due piramidi avendo basi ed altezze eguali
sono equivalent (t. IV). Ma il tetraedro ABCD ed il
tetraedro FDEA hanno basi eguali ed altezze eguali e
quindi sono equivalenti.

€ E !
"""""""" P I A S
Fig. 179

Adunque il prisma triangolare ABCDEF & somma
di tre tetraedri equivalenti uno dei quali 'ha la stessa
base e la stessa altezza del prisma.



— 110 —

Sia ora dato un prisma di base qualunque 4B CD....
{fig. 179 b). Per uno dei vertici della base ad es. per A4 si
conducano le diagonali 4C.., che decomporranno la base
in triangoli aventi il vertice comune 4 e determineranno
nel prisma altrettanti prismi triangolari ciascun dei quali
¢ equivalente a tre piramidi equivalenti. Ma la piramide
di base ABCD e di altezza eguale a quella del prisma
¢ somma di tanti tetraedri, quanti sono i prismi trian-
golari; e le basi e le altezze di questi tetraedri sono
eguali rispettivamente alle basi ed alle altezze dei prismi
medesimi. Pertanto il prisma ¢ equivalente alla somma
di tre piramidi, una delle quali ha la stessa base e la
stessa altezza del prisma.

Teor. V. — Un tetraedro ¢ la terza parte di un
parallelopipedo che ha base equivalente a quella del te-
traedro ¢ la slessa altezza.

Sia ABCD 1l tetraedro (fig. 180). Esso ¢ equiva-
lente ad un prisma che ha la stessa altezza e per base

Fig. 180

il triangolo' 4 BE che ¢ la terza parte del triangolo 4BC
(t. IV). Ma il prisma che ha per base 4B C e per spi-
golo 4D ¢ equivalente ad un parallelopipedo, che ha
la base equivalente a quella del prisma e lo stesso spi-
golo 4D (c.t. IV, 63), dunque un tale parallelopipedo
¢ il triplo del tetraedro 4BCD, c. v. d.
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67. Post. ¥). — Non ¢ possibile dividere una figura
poliedrica finita in parti poliedriche in guisa che lrascu-
randone alcune, le parti rimanenti, anche se disposte in
differente modo, costituiscano una figura equivalente alla
data.

0ss. -~ Dal postulato precedente segue tosto che
parallelopipedi retti, che hanno per base un quadrato
di lato a e diverse altezze non possono essere equi-
valenti ; e quindi parallelopipedi retti che hanno per
base lo stesso quadrato e sono equivalenti a figure
equivalenti devono avere altezze eguali.

Def. I. — L’ altezza di un parallelopipedo che ha
per base un quadrato di lato dato @, equivalente ad una
figura poliedrica dicesi segmento associato alla figura me-
desima, rispetto al detto quadrato.

Cosl la base di un rettangolo equivalente alla su-
perficie di una figura poliedrica e di data altezza dicesi
segmento associato alla superficie stessa.

Teor. X. — A due figure poliedriche A e B finite
equivalents corrispondono due segmenti associati a e b eguali.

E se B ¢ equivalente ad una parte di A, b ¢ eguale
ad una parte di a; e inversamente.

Dimostrazione analoga a quella del teor. I, 63.

Def. TI. — Se una figura poliedrica 4 ¢ equiva-
lente ad una parte di alwra figura poliedrica B, si dice
che la prima 4 ¢ maggiore della seconda B, e si scrive :
4 > B.

E se 4 > B, si dice anche che B & minore di A
e si scrive: B < A

#) Anche questa proposizione pud essere dimostrata. Veg-
gasi la nota XXVII dell’ appendice dell’ Ed, completa.
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Cor. — Ognuno dei tre casi A > B, 4 = B,
A < B esclude gli altri due.

Dimostrazione come per le figure piane (c. t. II, 63).

Teor., Y1. — Se da figure poliedriche finite equi-
valenti si sottraggono figure poliedriche equivalenti si otten-

gono figure poliedriche equivalenti.
Dimostrazione come per le figure piane (t. II, 63).
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ESERCIZI

Libro quarto

§ 1.

1. Date due serie di segmenti 4X e AX’ in un segmento 4B
I’ una crescente 1" altra decrescente, tali che ogni punto di
A B sta un punto X o un punto X' e sia sempre 4X < 4X", vi
¢ sempre un (¢ quindi infiniti) segmento X X' minore di
ogni segmento dato.

§ 2.

Se una figura finita poligonale 4 & maggiore o minore di
un’ altra figura poligonale B, essa & maggiore o minore di
un’ altra figura poligonale C equivalente a B.

»

§ 3

Costruire un triangolo equivalente a un poligono regolare
che abbia per altezza 1’apotema del poligono.

[ 8}

4. Determinare un punto del triangolo tale che le rette con-
giungenti questo punto coi vertici del triangolo lo dividano
in tre parti equivalenti.

. Dividere il trapezio in » parti equivalenti (Colla sola scom-
posizione mediante rette che incontrino le basi).

. La somma dei quadrati di due segmenti in cui viene diviso
un segmento dato ¢ minima quando i due segmenti sono
eguali.

7. Se sopra un diametro di un cerchio si prendono due punt

equidistanti dal centro, la somma dei quadrati delle loro di-

stanze da un punto della civconferenza & costante.

“

[
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8. Luogo dei punti dello spazio pei quali la somma dei qua-
drati delle loro distanze da due punti dati ¢ costante (8).

9. Il rettangolo avente per lati la somma e la differenza di due
segmenti & equivalente alla differenza dei quadrati dei due
segmenti.

§ 4

10. Costruire un quadrato equivalente alla somma o alla diffe-
renza di due quadrati dat.

11. Se in un triangolo il quadrato di un lato & equivalente alla
somma dei quadrati degli altri due, il triangolo ¢ rettangolo.

12. Costruire un quadrato doppio di un quadrato dato.

13. Costruire un quadrato metd di un quadrato dato.

14. 11 quadrato dell' altezza di un triangolo equilatero & triplo
del quadrato della meta de! lato.

15. Costruire un quadrato triplo di un quadrato dato.

16, Costruire un quadrato che sia la terza parte .di un quadrato

dato.

In ogni parallelogramma la somma dei quadrati dei lati &

equivalente alla somma dei quadrati delle diagonali.

18. Luogo dei punti pei quali la differenza dei quadrati delle
loro distanze da due punti dati & costante.

19. Costruire il triangolo, dati a, 4 ¢ 12 — ¢ (19).

20. Se da un punto qualunque si conducono le perpendicolari ai
lati di un poligono, la somma dei quadrati dei segmenti non
consecutivi dei lati & equivalente alla somma dei quadrati
degli altri segmenti. (Si consideri un punto nel piano del
poligono e poi un punto fuori di esso piano).

21. Se un triangolo & equivalente ad un quadrato, il perimetro
del triangolo ¢ maggiore di quello del quadrato.

§ s.

22, Trasformare un prisma in un altro equivalente che abbia per
faccia un poliguno dato.
. Trasformare una piramide in un’altra equivalente che abbia
una data altezza.
24, Un prisma triangolare ¢ equivalente alla meta di un parallelo-
pipedo avente per base una faccia laterale del prisma e per
altezza la distanza della faccia dallo spigolo opposto.

17

»
2
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25. Il quadrato di una diagonale di un parallelopipedo rettangolo
¢ equivalente alla somma dei quadrati dei tre spigoli con-
correnti in un vertice.

26. 1 piani che congiungono lo spigolo di un tetraedro coi punti
che dividono lo spigolo opposto in u parti eguali dividono
il tetraedro in n parti eguali.

2. Un piano passante per la retta che congiunge i punti medi
di due spigoli opposti di un tetraedro lo divide in due parti
equivalenti (27).

28, Trasformato un tetraedro 4BCD in un altro equivalente
A'B'C'D' di altezza a e di base B'C’D’ tale che 1'altezza
di questo triangolo relativa al lato B'C’ sia pure eguale
ad g, il tetraedro 4B CD ¢& equivalente ad un parallelopi-
pedo che ha per base il quadrato di lato a e per altezza la
sesta parte di B'C' (Si trasformi il tetraedro 4'B'C'D’ in
un prisma di spigolo 4°B e poi il prisma in un prisma
rette della stessa altezza a e questo in un parallelopipedo
retto di altezza @ ¢ questo in un altro parallelopipedo, che
abbia una faccia quadrata di lato a).
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LIBRO QUINTO

§ 1.

Grandezze omogenee

68. Oss. I. — Le proprietd fin qui studiate per la
retta ed 1 suoi segmentl, pel fascio di raggi ed i suoi
angoli, per la circonferenza ed i suoi archi, pel fascio
di piani ed i suoi diedri, riguardano le relazioni di iutto
e parte, di ordine, e di posizione.

Ad es. la proposizione: 4B < CD (d. 1V, 7), ¢
una relazione fra i segmenti 4B, CD di tutto e di parte;
la prop.: i due segmenti 4B e CD sono dello stesso
verso o di verso opposto (d. I, 6 ¢ 2), & una relazione
d" ordine ; la prop.: i due segmenti 4B, CD sono in
linea retta, & una relazione di posizione.

Def. 1. — Grandegze geometriche, 0 semplicemente
grandezze, diconsi le figure considerate rispetto a tutte
o ad alcune di queste relazioni.

Def. TI. — 1) La grandezza che si ottiene da una
figura, facendo astrazione dalla relazione di tutto e di
parte, si chiama grandezza estensiva, o forma della figura
stessa. Ad es. due triangoli qualunque hanno forma
triangolare.
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2) La grandezza geometrica che si ottiene da una
figura, facendo astrazione dalla posizione delle sue parti,
dicesi invece grandezza intensiva, o quantite della figura
stessa.

0ss. IT. — Neli’ eguaglianza delle grandezze inten-
sive non si tien dunque conto deila posizione delle
parti delle figure, mentre invece se ne tien conto nel-
I’ eguaglianza delle figure stesse.

Def. III. — 1)La grandezza intensiva del segmento
rettilineo chiamasi distanza dei suoi estremi.

E la grandezza intensiva dell’angolo formato da due
rette chiamasi pure angolo.

2) La grandezza intensiva dei segmenti rettilinei,
degli archi di circolo, o di altri sistemi lineari di punti
che possono riferirsi alla retta, si chiama in generale
lunghezza. Cosi la distanza di due punti ¢ anche la
lunghezza del segmento determinato dai due punti *).

3) La grandezza intensiva di una figura piana, o di
una figura composta di figure piane, dicesi area della
figura medesima. _

4) Una figura che non ¢ composta n¢ di sole rette
né di soli piani dicesi figura solida. La grandezza in-
tensiva di una figura solida dicesi volume della figura
stessa.

#*) Mentre prima la parola distanza & stata usata per via di
locuzione, ora invece essa acquista un significato preciso e distinto
da quello di segmento. La distanza (o cammino) percorsa da 4
a B ¢ eguale a quella percorsa da C a D, pitt quella da E a F,
se il segmento A B & somma di due segmenti egualia CD ed EF;
mentre il segmento 4B e la figura dei due segmenti CD ed EF
non sono in generale eguali.
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69. Def. I. — Se pitt grandezze 4, B, C... si pos-
sono far corrispondere univocamente a segmenti a, b, c...
della retta, in modo che se a ¢ eguale a b, ¢ pure 4
eguale a B; se a ¢ eguale ad una parte di b, 4 & pure.
eguale ad una parte di B
¢ corrisponde una grandezza C costituita dalle due
grandezze 4 e B; e reciprocamente: le grandezze
A, B, C... si dicono grandezze omogenee, e il loro insieme.
chiamasi sistema lineare omogeneo.

se c=a + b, alla somma

0ss. I. — Ad es. nel piano tutti 1 rettangoli di
egual base ¢ di differenti altezze costituiscono un sistema
lineare omogeneo di rettangoli.

Nello spazio tutti i parallelopipedi retti di egual
base e di altezze differenti costituiscono un sistema li-
neare omogeneo di parallelopipedi.

Def. 1I. — Somma di due o pit grandezze 4B C...
del sistema intendesi la grandezza che corrisponde al
segmento @ + b -+ ¢ + .. che si ottiene sommando
i segmenti a, b, c..., corrispondenti alle grandezze date
ABC..

Multipla di una grandezza A4 secondo il numero m
si intende la grandezza che corrisponde al segmento
multiplo secondo lo stesso numero m del segmento g,
che corrisponde alla grandezza data.

La somma ed i mulipli di grandezze omogenee si
indicheranno con gli stessi segni usati per i segmenti.

L' eguaglianza di due grandezze geometriche 4. B
viene indicata dalla scrittura: 4 == B oppure 4 == B.

E se un segmento a ¢ maggiore di b o, cid che
¢ lo stesso se ¢ & un segmento per cui ¢ = b + g,
si dird delle grandezze corrispondenti 4, B, C che 4 ¢
maggiore di B e si scriverd 4 > B, oppure 4= B + C.
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Che se @ < b, si dird che 4 & minore di B e si scri-
vers A < B.

Cor. I. — Da: A = B segue B —= A. E da:
A =DB B = C segue pure: 4 — C.

Cor. II. — Da: 4 > B B = C come pure da:
A>B B> Csegue: 4 > C

Cor. IVL. — E delle ire relagioni 4 > B, A = B,
A < B fra due grandezze, una ha necessariamente luogo,
e questa esclude ciascuna delle altre due.

La dimostrazione di queste prime proposizioni di-
scende di per s¢ dalle proposizioni analoghe pei seg-
menti. ,

Def. TII. — 1) Differenza di due grandezze 4 ¢ B
(la prima maggiore della seconda), dicesi la grandezza C
tale, che C + B —= 4.

2) Swmmaultipla di una grandezza 4 secondo il
numero 7, intendesi la grandezza del sistema, il cui
multiplo secondo lo stesso numero ¢ A.

La differenza di due grandezze e i summultipli di
una grandezza si indicheranno con gli stessi segni usati
per i segmenti.

Def. IV, — Diremo che due classi di grandezze
omogenee sono contigue quando le grandezze dell’ una
sono tutte minori di quelle dell” altra, ed esistono due
grandezze appartenenti rispettivamente alle due classi
tali, che la loro differenza & minore di una grandezza
ad esse omogenea, data ad arbitrio.

Def. V. — Se le grandezze di un sistema omo-
geneo corrispondono univocamente ai segmenti della
retta, il sistema dicesi continuo.

0ss. II. — Pel sistema continuo di grandezze
omogenee della def. V vale anche il postulato d"Archi-
mede, ciot: Se A4 < B vi & un numero m lale, che ¢
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Am > B. E noi parlando in genere di sistema lineare
continuo di grandezze intenderemo che esso sia assog-
gettato a questo postulato.

Fra due classi contigue di grandezze in un sistema
continuo di cui la prima non abbia una grandezza mas-
sima, e I"altra una grandezza minima, esiste una ed una
sola grandezza del sistema. Cio deriva dal post. del n. 58,
e dalla corrispondenza fra le grandezze del sistema e i
segmenti della retta. Le proprieta di questi si estendono
cosi senz’altro alle grandezze di un sistema lineare
continuo. Cost ad es.: Ogni grandezza di un tal sistema ¢
divisibile in un numero n qualunque di parti eguali.

Secondo che una grandezza & maggiore, eguale o mi-
nore di un’ altra, ogni grandezza multipla della prima ¢
maggiore, eguale o minore di una grandezza equimultipla
della seconda.

Teor. X. — Secondo che il numero m ¢ maggiore,
. . m .
eguale o minore di n, la grandezza A —- & maggiore, equale
o minore di A; e reciprocamente.

. . \ 11
Sia m > n e quindi: m = n 4 p. Sara 4 W la
. 1 . 1 .
somma di # volte 4-— e di altre p volte 4 -5 e poi-
. I , ‘
ché la somma di n volte 4— non & altro che 4, sard

m oy . n
A - eguale ad 4 pitt un’altra grandezza, ciot 4 — > 4.
n

. . . o
Se poi m = n si conchiude tosto che A4 -= A.
Analogamente per m < n.
T casi reciproci di questi tre si verificano facilmente
‘mediante riduzione ad assurdo.
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Teor. 1. — La parte ennesima di una grandezza,
quando n ¢ abbastanza grande, ¢ minore di ogni grandezza
data, omogenea alla prima.

In altre parole se 4 e B sono due grandezze omo-
genee date arbitrariamente, esiste un numero = tale

che ¢&: §<B.

. . 4 )
Infatti se 4 = B si ha: — < B, qualunque sia
n>1;ese A > B, peril post. Archimede esiste un

. . A
intero n tale, che »B > 4 ¢ quindi: — < B.

Teor. XIX, — Il multiplo secondo il numero m del-
I ennesima parte di una grandeizza data ¢ eguale alla en-
nesima parte del multiplo della grandezza stessa secondo
il numcero m. _

Basterd dimostrare il teor. per i segmenti. Sia 4B
un segmento ; dico che

Infatt se si divide 4B in n parti eguali, la somma
di n.m o di m.n di queste parti da il muliiplo (4B)m,
e quindi la somma di m di queste parti medesime ¢ la
ennesima parte di (4B)m, cio¢ appunto:

Se la grandezza data C non & un segmento, e nel
sistema a cul essa appartiene ¢ (4B) il segmento cor-
rispondente per I'oss. II, dalla (1) trarremo

Cc Cm

—'m =
1 7
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Teor. IV. — Date due grandezze omogenee B e C,
se C non & un multiplo di un summultiplo di B. vi sono
due classi contigue formate dai multipli di summultipli di
B fra le quali ¢ compresa la grandezza C.

In luogo di due grandezze omogenee possiamo

considerare due segmenti 4B e 4C di una stessa retta
m

(oss. II, 69). Se non ¢ AC=(4B) —, il punto C
sard compreso in una ennesima parte di 4B, dovendovi
essere un numero 7 tale che:

AB AD
—m < AC < %7 i 41 (post. IX)
n
ossia :
AB-- < AC < 4B "0

Indichiamo con (A4 B)h la classe dei multipli di
summultipli di 4B, minori di 4C e con (4B)b' Ia
classe di quelli maggiori di 4 C; dico che le due classi
(AB)h, (AB)h' sono contigue, e che per cio fra esse
esiste il solo segmento A4 C.

. . . . 4B
Infatti la differenza dei due segmenti — (m -+ 1)
- "

AB . AB o AB
e -me e quindi per n abbastanza grande e
minore di ogni segmento dato (t. II) epper(')‘il teo-
rema ¢ dimostrato (oss. II).

0ss. TEI. — Pel teor. ora dimostrato, date le classi
Bbh, B la grandezza C & pienamente determinata;
percid scriveremo: B(hh') = C. Olwe a cio, data la
classe Bh, la classe Bh' ¢ pure pienamente determi-
nata, essendo costituita da tutti i multipli di summultipli
di B maggiori di C; percid possiamo anche scriverc :
Bl = C intendendo con cid che per costruire C si
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costruisce la classe Bh, e poila classe Bh', e che C ¢
la grandezza esistente fra Bh e Bh'. Diremo anche che
eseguendo su B le costruzioni indicate dal simbolo %
si ottiene C.

Lemma. — Se A4 ¢ B sono grandezze omogenee,

secondo che le grandezze A 4’:; della classe Ab sono mag-

« . . . . 4]
giori, eguali o minori delle grandezze B — della classe

Bh, la grandezza A' = Al ¢ maggiore, eguale o minore
della grandezza B' — Bbh.
Infatti nel primo caso vi deve essere una gran-

P +1 . .
dezza B ——— della classe B ' minore di una grandezza
. {

4 . .
A — della classe 4h, alorimenti tutte le grandezze

+ 1 . o

B "L della classe Bh' sarebbero eguali o maggiori
q

m 41

delle grandezze 4 —. Ma le grandezze B P51 hon

. m .
possono essere eguali a grandezze 4 — perche scelte
due tali grandezze in modo che sia

m'_ b1
A% = BE
P+

’

L di Bh' sarebbe

, 41
un’altra grandezza B ilnall < B
q

. L . .
minore di 4 —, contro I’ ipotesi. E nemmeno tutte

-+ I

P . T
le B*—— di BJ}' possono essere maggiori di qua-

p 41

lunque A% di Abh, perche o le B apparter-

rebbero tutte alla classe 4h' e in tal caso la classe
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B )" coinciderebbe con A" e cosi Bh con A b, oppure vi
m 41 . .. + 1

minoti di tutee le B 21
n q

ed allora vi sarebbero pure grandezze B —g di Bh com-

sarebbero grandezze 4

. m 1 + 1
prese fra due di dette grandezze 4 ——— e B P ;
n :

q
lo che contraddice al dato che le grandezze di A4h, che

b4

. . . . . 9. m =
sono minori delle grandezze di 45’ e quindidi 4 ————

n ’

siano maggiori di quelle della classe Bb.

. P+ .
Essendovi dunque una grandezza B *—- minore di una

: mn P+ 1 o
grandezza 4 — sard B~ < A', poiche 4" & mag-
n q o

7’;“’>B',

dunque: B’ < Bg:;l < 4', e quindi 4" > B'.

. . "
giore di tutte le grandezze 4 - Ma B

Da cid risulta anche il terzo caso del lemma, e
quindi anche il secondo.

" .
Oss. IV. — Se le grandezze 4 — di una classe
Ab sono maggiori, eguali o minori delle grandezze

m . . .
B — di un’ altra classe Bh si scrivera:
7

AhZ B,
Teor. V. — Se A ¢ B sono grandezze omogenee,
¢ A — Ab, B' — Bbh, secondo che AZBe'pwe

<
A —><_ B'. E reciprocamente.
Se Ab & un multiplo di 4, secondo il numero m
p e ,

secondo che 4 = B, si ha: 4} 3/— Bbh {(t. I, 10).
< < :
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Se Ab ¢ un multiplo di un summultiplo di 4, se

¢ ciot della forma 4 1—2— si ha pure: 4b EB’].

Se Ah e Bbh non sono nei casi precedenti, e le
m m .
grandezze 4 —, B - appartengono alle classi 4h, Bh,

da: 4 % % B —7{ si ha: Ahb ; B e quindi (lemma)
=

<

Teor. VI. — Se A =Bh, C=Dhese B—= Ak,
é pure D = Ck.

Se 4 ¢ multiplo di B secondo un numero m, B ¢
summultiplo di 4 secondo lo stesso numero, e quindi
anche D di C, vale a dire:

B=dAd-~ D=C-

I
m m

A B'.

Se A & multiplo di B secondo il numero m della
ennesima parte di B, B ¢ summultiplo secondo il nu-
mero # della parte emmesima di 4; e la stessa rela-
zione ha luogo fra D e C, vale a dire:

n 12
B=4— D=0C—
m m

Se 4 & determinato da due classi contigue di mul-

tipli di summuldpli di B sopra descritte, se ad es. si ha:

m m—+ I .
B—<A4<B—— (1)
3 n
si ha pure:
n m =1

n

La grandezza B non puo essere un multiplo di ur
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. . m o
summultiplo di 4, ad es. B = A4 - perché siavrebbe:
2

i .
A= B —' contro il supposto.
ny

Per formare le classi contigue Ak, Ak' fra le quali
& compresa B, osserviamo che dalle due diseguaglianze:

m 4 1 .
si ba:

B%"<A 4 < B

n

11

<B4 (2)

i+ 1

. . n . n
quindi 4 ——— appartiene alla classe 4% e 4 — alla
m -+ 1 y

1
classe Ak'.

Reciprocamente, dati due multipli successivi di un
muluplo di 4 fra cui sia compresa la B si ottengono
con lo stesso metodo due multipli di summultdpli di B
<he appartengono alle due classi Bh, Bh' di 4.

Cio significa che considerando tutti 1 multipli suc-
cessivi di sammultipli di B, fra i quali ¢ compresa 4,
da essi st ottengono dei multipli di summultipli di 4
che costituiscono le classi Ak e A%’ che determinano B.
Siccome le relazioni (1) e (2) valgono anche per le
grandezze C e D, per essere C = D) ne consegue che
le classi Ck e Ck' determinano la grandezza D, e
quindi D = Ck.

0Oss. Y. — Se Ah == A', la classe A"k si indica
anche con Ahk.

Teor. VII. — Se X ¢ una grandezza, la grandezza
determinata dalla classe X hk coincide colla grandezza de-
terminata dalla classe Xkb, cioé:

Xhlk = Xkb.
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Possiamo rappresentare la grandezza X con un seg-
mento 4 X (oss. 1L, 69); si vaol dimostrare che:

(AX) bl = (4X) kb .

1) Se (4X) bk & multiplo secondo il numero in-
tero n del multiplo secondo m del segmento (4X) la
relazione :

(AX)mn = (AX) nm

¢ conseguenza della proprietd commutativa delia somma
dei segmenti. Ades. (4X)3. 2=(4X)3 + (dX)3 =
(AX) + (4X) + (4X) + (4X) + (4X) + (4X) =
AX)2 + (AX)2 + (4X)2 = (4X)2.3 .

2) Se (4X) bk ¢ 2 del multiplo secondo il nu-
n
mero intero / di 4X si ha:

(AX)Z ) (AX)Zm (AX ml .1'_1 ]

4X)1. = =

n n n

Similmente si ha:

4X X)ml £ )
4= ICE IC N CE LNy -
7 n 7
3) Si ha inoltre:
mop __ (AXym p  (AX)m _ (AX)mp
(AX) noq — T g ngq b= nq
— )P (AX)P”’ — (AX) i
qn q n

4) Sia ora (AX)h = 4B e non sia 4B multiplo di
un summultiplo di 4X; allora se (4X) %L- indica un
multiplo qualsiasi di un summultiplo di 4X apparte-

nente alla classe (4X)h e (4X) mz_l

un multiplo ap-
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partenente alla classe contigua (4X)%’' (oss. III) si ha:

b/ m—-1

(1) X)" < 4B < 4X)

13

Sia k della forma % ,siha:

Lol <an L
od anche:

Axy Lo ) W

(4x) L2 < 4p) h < ax) L

. - . T
Ripetendo cid per ogni segmento (A4X) —- della classe

(AX)b si ha
(AX)h § = (4X) _f;— b

Se invece (AX)h)k = AC non & un mulidplo di un
summultiplo di 4B si avra

(A4X)h

< AC < (4X)h !

my 7y

ossia
my 41

m

(AX) 2 h < AC < (4X) b

Cio avendo luogo per ogni segmento della forma
AX)h % della classe (AX)bk si conchiudera:
1

AX)hk=AC= (4X) kb
c. d. d.
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§ 2.

Grandezze proporzionali

70. Def. I. — Se quattro grandezze 4 e B, 4' ¢ B’
le prime due omogenee, e le altre due omogence tra
loro, ma non necessariamente con le prime, sono tali
che la prima e la terza sono multipli secondo lo stesso
numero rispettivamente di due summultipli della seconda
e della quarta secondo lo stesso numero, o la prima e la
terza sono comprese fra due classi contigue determinate
dagli stessi multipli di eguali summultipli rispettivamente
della seconda e della quarta, si dira che: i rapporto
della prima alla seconda ¢ eguale al rapporto della terza
alla quarta ; oppure che la prima sta alla seconda come
la terza alla quarta; od ancora che: le quattro gran-
dezze date sono proporzionaliy o in proporzione nell’ordine
in cui si sono considerate, E si scrivera :

Ad:B=4":DB.

Le grandezze 4 A' diconsi antecedenti ; e le BB’
conseguenti della. proporzione: 4 : B = A’ : B'.

0ss. I. — La definizione precedente dice in sostanza
che Vessere 4,B A', B’ proporzionali vuol dire che si
verifica o 'uno o l'altro dei seguenti casi, e cio¢:

m m

A—B— 4" — B' —
A

n
oppure : A=BMb), A" =DB'"(hh")
0, cid che & lo stesso
A=DBh A =DB'h
0ss. II. — Dalla def. precedente si ha che, tanto

. N m m
nel caso in cui 4 = B— 4’ = B' —, quanto nel
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caso 4 — Bh A' — B'h, la prima e la terza si de-
ducono rispettivamente dalla seconda e dalla quarta colla
operazione geometrica indicata dallo stesso simbolo 5.

0ss. III. — Dalla def. medesima emergono senza
altro alcune facili conseguenze, fra le quali le princi-
pali sono:

1)A:B=4: B

2) Se 4: B = A" : B’ si ha che:

4" B = A4: B

3) Se A = A'y e B = B’ si ha che:

4:B=4":8B

4)Se 4d:B=C:Dese 4 = A" eB = B,
si ha che: 4" : B = C: D ecc.

Def. TT. — Nella proporzione 4 : B = 4' : B/,
B e A4' si chiamano medi, 4 e B' estremi; e la gran-
dezza B' dicesi quarta proporzionale dopo le tre gran-
dezze ABA'.

Nella proporzione 4 : B = B : B, B' dicesi la
terza proporzionale dopo le due grandezze 4, B, prese
nell’ ordine 4 B. E nella stessa proporzione

4:B=2B:B
la B dicesi media proporzionale o media geometrica delle
due grandezze 4, B.

Ad es.: qualunque grandezza B & media propor-

zionale fra un multplo Bm e un summultiple secondo

I . .
lo stesso numero B — di essa: in alwe parole se:

A — Bm B' — B~
m

siavtd 4 — Bm, B = B'mepercio 4: B=258:D'
(d. I
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Media aritmetica delle due grandezze 4 e B dicesi
invece la metd della somma 4 + B.

Teor. I. — Nel piano due rettangoli di egual base
sono proporzionali alle rispeitive altezze.

Sia 4 B la base comune di due rettangoli posti in
un medesimo piano e giacenti da una stessa banda di
esso rispetto ad 4 B e siano AC', AC le rispettive
altezze e 4C < AC' (fig. 181).

¢ o

¢ ]

A B
Fig, 181

Se AC'" = (4C)m, conducendo dai punti di di-
visione di 4C' in m segmenti eguali ad 4 C le paral-
lele alla base 4 B, e ricordando che i rettangoli di egual
base e di eguali altezze sono eguali, si avra: 4 C'D'B =
(ACDB)m, da cui: AC'D'B: ACDB — AC" : AC

m

(d.-1). Se 4C" = (4C) —, nel qual caso 4C' & somma

di m segmenti 4X eguali alla parte ennesima di 4C,

si avrd analogamente 4 C'D'B = (4 CDDB) Z—l, da cui:
ACD'B: ACDB == AC' : AC.

Se infine A C' = (4C)h, basterd osservare che

. "
al segmento generico : (4 C) — appartenente alla classe

(4 C) b, corrisponde il rettangolo : (4 CD B) g e quindi
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alla classe (4 C)h corrisponde la classe di rettangoli
(ACDB)b, che determina il rettangolo 4 C'D'B. Per-

tanto anche in questo caso :
AC'D'B : ACDB — AC' : 4C.

Cor. — Le aree delle figure piane poligonali sono
proporzionali alle basi dei rettangoli di eguale altezza e
ad esse equivalenti.

Teor. LL. — Nello spazgic due parallelopipedi retti
di egual base sono proporzionali alle rispettive aliezze.

Dimostrazione analoga alla precedente.

Cor. — I volumi delle figure solide poliedriche sono
proporzionali alle altezze dei parallelopipedi che banno la
stessa base ¢ sono ad esse equivalenti.

1. Weor, L. -— Se due rapporti somo eguali ad un
terzo rapporto, i due rapporii sono eguali.

In alwa forma: da 4:B=A4":B" e 4" :B' =
A" B", si deduce: A:B—= A" :B".

Infatd se ¢ A= Bl in causa della proporzione:
A:B=A4":B' ¢ pure 4' = B'h; ed in causa della pro-
porzione : A" : B' = A" : B", ¢ pure A" —= B" ). Per-
tanto 4 : B=—= 4" : B" (oss. 1, 70).

Cor. — Se 4:B—=A4":B" eA:B=2A4":D" ¢
4 = 4".

Infatti si ha A4': B’ = A" : B', epperd A' e A"
sono dedotte da B’ colla stessa operazione, e quindi
A4 = A4".

Teor. T1. — Nou pubd esistere piiv di una quarta
proporzionale dopo tre grandezze date.

Stano ABA' le tre grandezze date; dico che non
pud esistere che una sola grandezza B’ tale che:

A:B— A :B.
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Infatti se b & il simbolo esprimente 1" operazione
con cui da 4 si ottiene B, cosicche B == Ab e se esiste
la grandezza B' — A4'b, da 4 = Bk si trae (teor. VI, 69)
A' = B'FL eppero:

A:B=4':DB".

Per un’altra quarta proporzionale B’ si avrebbe
pure :

A:B—2A4 :B" da cui B" = A4'h e quindi B" = B’

Teor. I11. — Se quaitro grandezze somo proporzio-
nali, permutando gli antecedenti coi conseguenti si olten-
gono quattro grandezze proporzionali.

Sia la proporzione 4 : B = A': B'; dico che

B:Ad=DB":4".

Infatti essendo: 4 = Bh A' — B'h, posto che
sia: B= Ak pel teorema VI, 69 avremo: B' — A’k
quindi :

B: 4 =5B":4"

Teor. IV. — Se quatiro grandezze sono proporzio-
nali, secondo che la prima é maggiore, eguale, minore della
seconda, anche la terza ¢é maggiore, eguale, minore, delln

quarta.
Sia la proporzione 4 : B—=A':B’; dico che se-
condo che A= B & A’ =
< <
Sia dapprima 4 > B. Se 4 = B 7—;;— stavrdm > n e

L. moo, .
quindi dovendo essere 4'=B' — siavri anche 4" > B'".

m-1

Se invece: B%-<A<B

mn -1

, essendo per ipotesi

B < A4dsiavra B< B

, cio¢ m = n. Segue da cid
n
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n . .
che B' — = B' ed essendo in causa della proporzione
7

m—1

2

data: B’ {:i < A'<B sard: A' > B'.

Sia ora 4 = B, o cid che & lo stesso 4 = B —;
n

. . 7 .
dalla proporzione data si avra 4' —= B' — ciot 4' =B'".
n

Sia infine 4 < B. Per provare che 4" < B’ basta
scrivere (teor. III) la proporzione data cosi:

B:4=2D:4"'
ed applicare il risultato ottenuto nel primo caso.

Teor. V. — Se quattro grandezze sono proporzio-
nali, sostituendo a ciascun antecedente la somma di esso e
del proprio conseguente (o la differenza di esso ed il pro-
prio conseguente se questo ¢ minore del primo) si ottengono
quatiro grandezze proporzionali.

In altra forma, se 4: B = 4" :B' si ha:

A+B:B— A"+~ B : B’

ese A>Bsiha: 4—B:B—=A — B':B'.

Infatti poicheé 4: B = A4':B', se h ¢ il simbolo
esprimente 1" operazione con cui da B si trae 4, si
ha: 4 = Bh, A' — B'h, epperd 4+ B ed A" +DB' si
deducono rispettivamente da B,B' con la stessa opera-
zione, ciot 4+ B = DB (v +h), A'+B" = B' (1 +h).
Lo stesso di 4 — B, 4" — B', quando 4 > B. Adun-
que: A+B:B=24"+ B :B' e quando 4 > B
4-—-B:B=4 — B :B".

Teor. VI. — Se quatiro grandeize omogenee sono
proporzionali, scambiando 1 medi (o gli esiremi) fra loro
st otengono quattro grandeize properzionali.
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Difatti da: A:B—=C:D siha: A— Bh, C= D}.
Ora se A —= Ck,siha: A= Dhk = DFkb (r. VII, 69)
epperd: Bh = Dkbh, cio¢ B—= Dk (t. VI, 69); dunque
A: C=B:D.

Teor. VII. — Se quattro grandezze omogenee sono
proporzionali, secondoche la prima é maggiore, eguale o
minore della terza, la seconda & maggiore, eguale o minore
della quarta. '

Infawi dalla proporzione 4:Bz==C:D si ricava:
A:C=B:D (t. VI) quindi peril teor. IV secondoche
BZDb 42

Teor. VIIT. — Se due proporzioni banno gli stessi
conseguenti (antecedenti), gli antecedenti (i conseguenti) sono
proporzionali.

Siano le proporzioni

B; e reciprocamente.

B

dico che: 4:F

Infatti si ha

A: C=B:D; E:F=B:D (tV]
da cui A: C=1LC:F
e per cio 4:F=C:F

Se invece sono eguali gli antecedenti, scambiando
nelle due proporzioni gli antecedenti coi conseguenti
(t. III) si ricade nel caso precedente.

Teor. IX. -—— Se due proporzioni hanno gli stessi
medi, il primo estremo della prima sta al primo estremo
della seconda come il secondo estremo della seconda sta al
secondo estremo della prima.

In altra forma se 4: B—=C:D, E:B—=C: F
siha 4:E=F:D.
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Infatti dalle relazioni
A—Bh C—=Dh B—=FEFEksiha
A—=Ekbh, F=Ck=Dbhk—=Dkb
donde A:E=F:D. ‘
Cor. — Non pubd esistere che una grandezza media
proporzionale tra due date.
Infatt se fosse:
A:B=1D5:C 4A: X=X:C
se ne trarrebbe :
B:4=C:B X:d4d=0C:X
e quindi B:X=X:05
Ora non puo essere B > X ; perche la terza gran-
dezza di questa proporzione dovendo esser maggiore

della quarta, se ne trarrebbe X < B; n¢ pud essere
B < X per la stessa ragione. Sara dunque B — X.

Teor. X. — Se pin rapporti di grandezze omo-
genee sono eguali, la somma degli antecedenti, la somma
dei conseguenti, un antecedente qualungue ed il suo con-
seguenle sono proporgionali.

Stano A4, : By == A, : By == A, : B,..... Anzitutto
dad,:B=4,: Bysiha 4, : 4, =B, : Bye quindi:
A, + Ay 4y = B, + By : B,

e da questa proporzione e dalla 4, @ By = 4, : By si
ha similmente :
A 4+ A4y, : By + By = 4y : By
donde
A1+A2+A3231+BQ+B3:A2:BQ.

E cost di seguito.
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Cor. — Il rapporto di due grandezze ¢ eguale al
rapporto di due equimultipli o di due equisummultipli delle
grandezze date:

A B

Cioe 4: B—=4m:Bm A4:B=—=—:—.
. m m

2. Def. — Date due serie di grandezze: 4 B C...,
A'B'C'... in corrispondenza univoca e tale che rispetto
a due grandezze corrispondenti 4 A" (fondamentali)
altre due grandezze corrispondenti qualunque BB’ for-
mano una proporzione, cioe :

B:A4—=B : 4, oppure: B: 4 = 4" : B
si dice che le due serie di grandezze sono in corrispon-
denza di proporzionalita. Nel primo caso la proporziona-
litd dicesi diretta, nel secondo, inversa.

Teor. I. — Due grandezze qualunque corrispondenti
di due serie proporzivnali possono essere considerale come
grandezze fondameniali.

Difatti si abbia:

B:A4=2PB : 4 C:d=0C : 4

dico che B e B’ possono essere considerate come
grandezze fondamentali.

Dalla prima si ha 4 : B == A4' : B' (. 1II, 70)
e dalla prima e dalla secondasibha B: C = B : ('
(t. VIII, 70) donde C: B = C' : B'.

Ma B e B’ sono due grandezze qualunque corri-
spondenti dei due sistemi direttamente proporzionali ;
dunque esse possono essere assunte come fondamentali.

Se la proporzionalitd fosse inversa si avrebbe :

B:d—d :B C:A4=24d:C
da cul B:C—=C":B
od anche C:B =25 :0C.
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Teor. IX. — Se le grandezze di due serie diretta-
mente proporzionali somo omogenee, il rapporto di due
grandezze corvispondenti ¢ costante.

Difatti se 44", BB' sono due coppie qualunque
di grandezze corrispondenti, si ha:

A:B =4 :B
da cui appunto: 4 : 4" = B : B’ (t. VI, 71).

Teor. ITL. — Se due serie di grandezze sono diret-
lamente proporzionali, ¢ la differenza di due grandezze
dell'una pud essere minore di ogni grandezza omogenes
alle prime, data ad arbitrio, lo stesso ha luogo della diffe-
renza delle grandezze corrispondenti della seconda serie.

Se XY, X'Y’" sono due coppie di grandezze delle
due serie si ha:

X: Y =X :7Y.

Supporremo X > Y e quindi anche X' > Y.

Siccome X e Y possono essere scelte in modo che
X — Y sia minore di ogni grandezza data omogenea
ad X ed Y, possiamo supporre che sia:

1
<X <y (i)
di guisa che la differenza X — ¥ sia minore di ¥ —

I . . .
percht ¥ — & per n abbastanza grande minore di ogni

grandezza data omogenea a Y (t. II, 69). Analogamente
si avrd per la supposta proporzionalitd:
1
v x <y (s 2

[

. ) . ) 1
ciot la differenza X' — Y’ sard minore di Y’ —. Ma

- . . A T
si puo sempre scegliere 7 in modo che ¥’ — sia mi-



— 140 —

nore di ogni grandezza data omogenea alle X',Y'; per-
tanto anche la differenza X' — Y’ pud esser pili pic-
cola di ogni grandezza data, c. c. d.

§ 3
Segmenti proporzionali

93, Teor. L. — Nel piano due relte sono divise da
un fascio di parallele in due serie di segmenti direttamente
proporzionali (teor. di Talete).

Se le rette date 7 r' sono parallele (fig. 182 a), i
segmenti dell’ una sono rispettivamente eguali ai seg-
menti corrispondenti dell” altra (t. IV, 18), cioé:

AB = A'B" BC= B'(C'
e quindi AB: BC — A'B' : B'C'".

/ , r\‘ Jr’
I 7! \/
_.A N ,,A/_,/Hx;
AR

5 /B

) I / .
/ G _/ﬁ ,&;__\w

\

Fig. 182 ab

Se le rette 7 v’ si incontrano nel punto O (fig. 182 b)

e se 4B, AC sono due segmenti qualisivogliano della
prima serie, 4" B', 4" C', i segmenti corrispondenti della
seconda, basterd dimostrare che :

AB: AC —= A' B : A' C'.
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Sia AB = (A C)m e si conducano dai pund di divi-
sione di 4 B le parallele alle rette del fascio. Per il
teor. VI, 27 il segmento 4’B’ risulta eguale ad (4’ C")m;
donde 4B : AC = A4'B" : 4C'.

Nel caso che 4B = (4C) 1::4, come pure nel caso

che sia AB= (4 C)h in generale, la dimostrazione ¢&
la stessa che pel teor. I del num. 7o.
Abbiamo dunque in ogni caso:
AB : AC = A'B" : 4'C".

Cor. — In ogni triangolo la parallela ad un lato
divide gli altri due lati in parti rispettivamente propor-
zionali. :

Se DE ¢ la parallela al lato B C (fig. 183), condotta
da A la parallela FG alla BC, le due rette 4B, AC
sono divise dal fascio delle parallele FG, DE, BCin due
serie di segmenti direttamente proporzionali; eppero :

AD : DB = AE : EC
donde : " AD : AE = DB : EC

F A G

0
LN
B

C
Fig. 183

Teor. TL. — Nello spazio due rette sono divise da un
fascio di piani paralleli in due serie di segmenti diretta-
mente proporsionali.

Siano 4A', BB', CC'.. i punt nei quali i piani
afy.. incontrano le due rette date r 7' (fig. 184).
Condotta per 4' la parallela 7" alla r, e detti B"C"...
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i punti d’incontro di essa con questi piani, le rette
AA", BB", CC"... saranno parallele, come rette di
intersezione di piani paralleli afy... col piano delle due
rette 77" ;e cost pure le rewe B B', C"" C'... saranno
parallele, come intersezioni degli stessi piani col piano
delle rette #''r'.

Fig. 184

Segue da ci6: AB = A'B" BC = B"C"
ma A'B" : B"C" = A'B' : B'C' quindi:
AB:BC = A4B : BC

Teor. III. — La retta che divide due lati di un
triangolo in parii rispettivamente proporzionali ¢ parallela
al lerzo lato.

Nel triangolo 4B C (fig. 183) la retta DE divida il
lato AB in due parti rispettivamente proporzionali alle
parti in cui divide il lato 4 C; cio sia:

AD : AE = DB : EC.

Se la parallela al lato B C passante per D non

fosse la DE ma la DX, si avrebbe (c. t. I)
AD : AX =DB: XC

Ma dalle due proporzioni precedenti si ricava (t. VIII, 70)
AE : AX = EC: XC;
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ora secondoche ¢ AE = AKX, dalla figura si trae
EC ; X C, mentre invece dalla proporzione si trae :

EC = XC (t. IV, 70); dunque X deve coincidere
con L.

Teor. IV. — In triangoli equiangoli i lati opposti
ad angoli eguali sono proporzionals.

Siano ABC, A'B'C' i due triangoli equiangoli,
tali cioé che gli angoli in 4, B, C sono rispettivamente
eguali agli angoli in 4', B', C"; dico che:

AB : A'B' = AC: AC" == BC: B'C'".

Infatti siano AB"' = A'B', AC" = A4’ C' (fig. 185);
i triangoli AB"C" A'B’'C' saranno eguali per avere
due lati e I'angolo compreso eguali, dunque ABTC" =
ABC = ABC e per cid le rette BC, B C" sono
parallele (t. I, 23). Per conseguenza

AB" : B"B = AC" : C"C (t. I}
od anche B'"B: AB" = C"C : 4C" (v I, 70)

(=]

Fig. 185

donde (t. V,70) 4B : AB" — AC : AC";

ma AB" = A'B', AC" = A'C’, dunque
AB : A'B" — AC : 4'C

Nello stesso modo si prova che
AC: A'C" = BC . B'C'
BC :B'C' == AB: 4'DB'.
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Cor. L. — Due triangoli che banno due coppie di lati
proporzionali e I'angolo da esse compreso eguale, sono equi-
angoli.

Siano ABC, A'B'C’ i due triangoli (fig. 185) e sia
(1) AB: A'B' — AC : A'C' ¢ BAC = B A'C’
dico che:

ABC = A4BC

Infatti sia come prima 4B" = A4'B', AC" = A'C';
i due triangoli 4'B'C', AB" C" saranno eguali. Dalla (1)
perd si ha:

AB : AB" = AC : AC"
ed essendo B” C", BC parallele (t. II) 1 due triangoli
ABC, AB" C" e percid anche 4BC, A'B'C" sono
equiangoli.

Cov. 1I. — Due triangoli che hanno i lati propor-
Zionali somo equiangoli.
Siano ABC, A'B' C' 1 due triangoli e sia:

(1) AB : A'B" = AC: A'C' = BC: B' (",
dico che i due triangoli sono equiangoli. Sia come prima
AB" = A'B', AC" = A4'C’; si ha pure dalle (1)

AB : AB" — AC : AC";
vale a dire le rette B” C”, BC sono parallelé. Si ha
pure (c. I)

AB : AB" — BC: B"C"
ossia AB : A'B" — BC : B"C";
ma & per dato:

AB . AB" = BC: B ('
dungue B'C" = B"C"
vale a dire i triangoli 4B” C", A'B' C' per avere ri-
spettivamente eguali i tre lati sono eguali; e siccome
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ABC, AB"C" sono equiangoli, cosi anche 4BC,
A'B"C' sono equiangoli.

Probl. . — Dati tre segmenti costruire il quarto
proporzionale.

Siano a, b, ¢ i tre segmenti dat (fig. 186). Sopra
i lati di un angolo qualsiasi non piatto, di vertice O si
prendano consecutivamente 04 = a 4B = b; sul
primo lato e sopra 1" altro lato il segmento OC = ¢,
quindi da B si conduca la parallela alla retta AC e sia D
il punto d’incontro di questa parallela col lato OC; si
avrd:

a:c—=15b:CD a:b—v¢:CD

e sard CD il segmento richiesto.

Comunque s‘a scelto poi 1" angolo di vertice O il
segmento quarto proporzionale ai tre dati a b ¢ sard sem-
pre eguale a CD (t. 11, 70).

Probl. II. — Dati due segmenti a b costruire il
terzo proporzionale dopo a e b.

Si costruisca il segmento quarto proporzionale dopo
abb, con la regola precedente.

Probl. 11X, — Dividere un segmento in parti pro-
porzionali a pin segmenti daii.

Se il segmento dato che si vuol dividere & 4B si
conduca da A4 un raggio qualunque che non sia sulla

10
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retta AB, e si prendano su di esso i segmenti 44,4, B,
B, C,, Ci D, eguali ai segmenti dati a, b, ¢, d (fig. 187).

Si unisca D; con B e dai punti intermedi 4, B, C}
si conducano le parallele a D) B. Detti LMN i punti di
incontro di esse con AB si avra:
AL: A4, =LM: 4,B,—=MN:B C, =NB: (D,
(t. 1, 70), cioé:

AL:a=ILM:b=MN:=NB:d

0ss. -— Questo problema fu gii risolto colla stesso
metodo nel caso in cui @ = b = ¢ = d (probl. VIII, 35).

Probl. IV. — Dati due punti trovare sulla loro
retta un lerzo punto le cui distanze dai punti dati siano
proporzionali a due segmenti dati.

Siano A e A’ i punti, m e n i segmenti dati (fig. 188).
Si conduca per 4 una retta qualunque e si prenda

AL=m LM=IM =n

e -si uniscano M e M' con A', e da L si conducano
LB e LB! parallele a MA4' e M' A4'; i due punti B
e B’ soddisfano alle condizioni richieste dal Problema.

Fig. 187

Difatti pel teor. di Talete applicato ai triangoli
ALB, AMA'; ALB', AM' A" si ha:
AB . A'B—AL:LM—m:n
AL: AM' — AB' : A4', AL:LM — AB' : 4'B'
donde AB' 1 A'B' —m:n
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U4, Teor. — Se due corde di un cerchio, prolungate
0 no, si incontrano, i segmenti dell’'una a partire dal punto
d'incontro, sono inversamente proporzionali ai segmenti del-
P altra.

Infatti siano AB, CD due corde che si incontrano
in un punto O interno o esterno al cerchio (fig. 189);
dico che si ha:

04.:0D=0C:0B

Si congiungano i punti 4 e D, B e C; si otten-
gono cos! i due triangoli 4D O, BCO i quali hanno
gli angoli 40D, B O C eguali, perché opposti al ver-
tice o perché coincidono, e gli angoli 04D, BCO
eguali perché essi o 1 loro adiacenti sono inscritti nel
medesimo arco BD (teor. 33); dunque i due triangoli
avendo gli angoli eguali hanno i lati opposti agli angoli
eguali proporzionali (t. IV, 73) e per cio:

0A4:0D = 0C: 0B, c. v. d.

Cor. . — Se da un punio esterno ad wun circolo
si conduce una tangente ed una secante, il segmento com-
preso fra il punto dato e quello di contatto della tangente
¢ medio proporzionale fra tutta la secante e la sua parte
esterna.

La dimostrazione del teorema precedente sussiste
ancora nel caso che le rette 4B ¢ CD si incontrino
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in un punto O esterno al cerchio e quando 1 due punti
C e D coincidano ‘in un punto 7T basta considerare i
due triangoli OAT, OTB i quali per avere | angolo
in O comune, e gliangoli OTA4, OBT (t. 33) eguali
avranno i lati opposti agli angoli eguali proporzionali,
e cioé:

04:0T=0T: 0OB.

Cor. IX. — In ogni triangolo rettungolo I altezza
relativa all'ipotenusa ¢ media proporzionale fra le due pro-
iezioni dei caieti sull ipotenusa.

Sia ABC il triangolo rettangolo in 4 (fig. 190).

Fig. 190

Esso ¢& inscritto in una circonferenza di diametro BC
(c. III, t. 33). Sia AD 1’ altezza relativa all ipotenusa e
A" 1 ulteriore suo punto d’intersezione con la circon-
ferenza. Dal teor. si ha:

BD:AD —=A'D:DC e percio

BD:AD —=AD:DC

Probl. X. — Dati due segmenti, costruire il seg-
mento medio proporzionale ad essi.

Se mn sono i due segmenti dati, presi sopra una
retta i segmenti BD D C consecutivi e rispettivamente
eguali ai segmenti dati (fig. 190) e poi sul segmento BC
come diametro, descritto un semicerchio, si conduca
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da D la perpendicolare D4 alla BC sino ad incontrar

in A il semicircolo stesso; 4D ¢ il segmento richiesto.

Poiché gli angoli inscritti in un semicerchio sono retti,
i1 triangolo B4 C sard rettangolo in 4, dunque

BD:DA—=DA:DC (c II)
cioé m:DA4d=DA:n

Probl. IL. — Dato un segmenio, dividerlo in due
parti tali che la maggiore sia media proporzionale fra la
minore e intero segmento dato.

Sia 4B il segmento dato (fig. 191). Da B si con-
duca la perpendicolare ad 4B e si prenda BC= 4B —;—
indi si descriva il circolo di centro C e raggio CB, il
quale riuscird tangente alla retta 4B nel punto B. Con-
giungasi 4 con C e si prolunghi 4 C fino ad incontrar
in E la circonferenza; infine si prenda su 4B il seg-
mento AF eguale alla parte esterna 4D della secante
AE. 1l segmento AF ¢ il richiesto. Infatti abbiamo

AE:AB—=AB: 4D (c. ]

donde :
AE — AB: AB— AB — AD: AD (t. V,71).
e per essere

DE=(BC)2= AB, AD = AF



— 150 —

¢ AE — AB= AF, dunque 4F: AB—=FB: AF
e quindi, permutando gli antecedenti coi conseguenti
(t. I, 71)

AB: AF = AF:FB

Def. — Il segmento medio proporzionale tra un
segmento dato e la differenza fra questo ed il primo
dicesi la sezione aurea del segmento dato.

Il segmento AF del problema precedente ¢ medio
proporzionale fra il segmento dato 4B e 4B — AF
che & FB; esso ¢ dunque la sezione aurea di A4B.

0ss. — Descrivendo con raggio CA4 I'arco 4C”
fino ad incontrare CB in C' si ha: BC' = AF. Per
ottenere la sezione aurea, costruito il triangolo 4 B C ba-
sta portare CA4 in C C': il segmento BC sari il richiesto.

§ 4
Figure simili

75. Def. I. — Due figure rettilinee (def. I, 13) si
dicono simili quando si puo stabilire fra i loro punti
una corrispondenza univoca tale che i segmenti corri-
spondenti sono proporzionali.

E due figure non rettilinee si dicono simili quando
sono figure corrispondenti in figure rettilinee simili.

Questa corrispondenza fra due figure chiamasi cor-
rispondenza di similitudine.

Cor. — Due figure eguali sono simili.

Siano F e F' due figure rettilinee eguali, a, a’;
b, b’ due coppie di segmenti corrispondenti qualunque;
si ha: a=a', b =)' donde:

ara' =b:b

epperd Fe F' sono simili.
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Se F e F' non sono rettilinee, esse sono figure
corrispondenti in figure rettilinee simili (d. 14) dunque
esse sono simili (d. I).

Teor. I. — Due figure simili ad una medesima fi-
gura sono simili fra loro.

Infatti se la figura 4B C... XY... ¢ simile alla fi-
gura A'B'C'... X'Y'... e questa ¢ simile alla figura
A"B"C"... X"Y"... egli & chiaro anzitutto che i punti
della prima e quelli della terza figura si corrispondono
univocamente. Oltre a cid, siccome dalle ipotesi :
AB: XY =A'B" : X'Y',A'B": X'Y = A4"B": X"Y"
si conchiude che :

AB: XY= A4"B" : X'Y"
anche i segmenti della prima figura sono proporzionali
al segmenti che congiungono i punti corrispondenti della
terza. Percio la prima figura ¢ simile alla terza.

Teor. II. — Se tre punti di una figura sono in li-
nea relta e si seguono in un dato ordine, i tre punti ome-
loghi di una figura simile alla prima sono pure in linea
retta e si seguono mel medesimo ordine.

Siano ABC A'B'C' i punti corrispondenti di due
figure simili; ed ABC siano in linea retta (fig. 192).

Fig. 192

St ha:
AB: BC— A'B' : B'C'
AB+BC:BC—=A'B"+B'C':B'C’
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ossia AC:BC—=A'B'+B'C'" : B'(C;
ma si ha anche

AC:BC=4'C': B'C’ (1)
dunque A'B +BC =4C
quindi 4, B', C' sono in linea retta, cheé altrimenti si
avrebbe un triangolo 4'B’ C" in cui un lato sarebbe eguale
alla somma degli altri due. Inoltre se B & compreso nel
segmento AC, AB e BC sono minori di 4C e quindi
dalla (1) e da

AC: AB=A4'C' : 4'F
si ricava che 4'B’ e B'C' sono minori di 4'C’, ossia
che B' ¢ interno di 4'C'. Dunque se i tre punti 48C

st seguono nell ordine 4B C anche i corrispondenti
A'B'C’ si seguono nell ordine 4'B'C":

Teor. YII. — Se quatiro punti di una figura sono
in un piano, i quatlro punti omologhi di una figura si-
‘mile alla prima sono pure in un piano.

Siano A44', BB', CC', DD' quattro coppie di punti
corrispondenti di due figure simili, e siano 4B CD po-
sti in une stesso piano (fig. 193). Al punto X d'incontro
dei lati AC e BD della prima figura corrisponde un
sol punto X' della seconda; e siccome 4 X C sono in

Fig. 193

linea retta, cost A'X'C' saranno in linea retta; simil-
mente i tre punti D'X'B' saranno in linea retta. I quat-
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wo punti 4'B'C'D' giacciono pertanto nel piano in-
dividuato dalle due rette 4'C', B’'D’ incontrantisi
in X'. '

0ss. -— La corrispondenza di similitudine fra due
figure ditferisce dalla corrispondenza di eguaglianza (d. 14)
per il solo fatto che i segmenti corrispondenti sono pro-
porzionali anziché essere eguali. E se in due figure si-
mili due segmenti corrispondenti sono eguali le due fi-
gure sono eguali.

Teor. IV. — Gli angoli corrispondenti di due figure
simili sono eguali.

Siano AB C, A'B'C' due angoli corrispondenti di
due figure simili; i triangoli 4B C, 4'B'C' hanno i lati
proporzionali (d. I) dunque sono equiangoli (c. II,
t. IV, 73) vale a dire ABC= A@'\C’, come volevasi
dimostrare.

Teor. V. — I diedri, i triedri e gli angoloidi cor-
rispondenti di due figure slereometriche simili sono eguali.

a) Siano da prima V- ABC, V' - A'B'C' due trie-
dri corrispondenti di due figure simili F e F’, ove ai
punti ¥ AB C corrispondono i punti 7' 4'B'C’. Le facce
corrispondenti dei due triedri sono eguali (t. IV), dunque
1 triedri sono eguali (t. VIII, 47).

b) Dati due diedri ap, o'g’ corrispondenti di spi-
goli r e 7', al punto V di r corrisponde il punto V'
di 7', e a due rette a e b passanti per Vin ae § cor-
rispondono due rette a' e b’ passanti per V' ina' e f';
ma i triedri abr, a'b'r’ sono eguali; dunque i diedri
arb, a'r'b' ossia af, a'f’ sono eguali.

¢) Finalmente due angoloidi corrispondenti di F
e F' sono eguali perché hanno le facce e i triedri da
esse compresi ordinatamente eguali.
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Teor. YI. — La corrispondenza di similitudine di
due figure piane simili é determinata da due angoli cor-
rispondenti e dai lati proporzionali che Ii comprendone.

La dimostrazione & la stessa di quella del teorema
analogo per le figure eguali (t. I, §3), solo che in luogo
dei segmenti corrispondenti eguali bisogna considerare
dei segmenti proporzionali.

Cor. I. — La corrispondenza di similitudine di due
figure simili ¢ determinata da due triangoli corrispondenti.

La dimostrazione ¢ analoga a quella del cor. I del

teor. I, 53.

Cor. II. — Due iriangoli che hanno i lati propor--
zionali sono simili.

Cor. IT1. — Due triangoli equiangoli sono simili.

Perche i due triangoli hanno i lati proporzionali
(c. I, © 1V, 73).

Cor. IV. — Due triangeli che hanno un angolo
eguale e i lati che lo comprendono proporzionali sono simili.

Infatti essi hanno anche i rimanenti lati proporzio-
nali. (c. D).

Cor. V. — Due poligoni qualunque somo simili se
banno i lati rispettivamente proporzionali e gli angoli com-
presi da lati omologhi eguali.

Siano ABCD..M, A'B'C'D'...M'" i due poligoni
(fig. 194). I due triangoli 4B C, A'B'C" avendo gli an-

Fig. 194
goli in B e B' eguali eilati che li comprendono pro-
porzionali determinano una corrispondenza di similitu-
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dine nei piani dei due poligoni. Al lato CD corrisponde,
dalla parte ove si trova D' un segmento CD' che forma
con BC' I"angolo B'C'D', = BCD, = B'C'D' dun-
que D' coincide con D’. Analogamente a E corri-
sponde E" ecc. a M il punto M'. Dunque i due poligoni
sono figure corrispondenti in figure retiilinee simili e
per cio sono simili (d. I, 75).

Teor. VII. — La corrispondenza di similitudine di
due figure stereometriche ¢ determinata da due triedri cor-
rispondenti, cogli spigoli che li comprendono proporzionali.

La dimostrazione ¢ la stessa di quella del t. I, 53
sostituendo ai segmenti corrispondenti eguali segmenti
corrispondenti proporzionali. .

Cor. 1. — La corrispondenza di similitudine fra due
figure stereometriche & determinata da due tetraedri corri-
spondenti.

La dimostrazione & la stessa del cor. Idelt. I, 53
delle figure eguali, colla avvertenza precedente.

Cor. II. — Due tetracdri aventi gli spigoli propor-
zionali sono simili.
Cor. III. — Due tetraedri che hanno un triedro

eguale e gli spigoli che lo comprendono rispetiivamente
proporzionali sono simili.

Cor. IV. — Due tetraedri aventi i quattro triedri
rispettivamente eguali sono simili.

Siano ABCD, A'B'C'D' i due tetraedri. Per es-
sere i due triedri 4- BCD, 4'+B' C' D' eguali, le facce
di essi sono eguali. Lo stesso accade per le altre cop-
pie di triedri che hanno i loro vertici nei punti B e B’
Ce C', De D'; di guisa che le facce corrispondenti
dei due tetraedri sono triangoli equiangoli; dunque gli
spigoli corrispondenti dei due tetraedri sono proporzio-
nali, e per conseguenza i due tetraedri sono simili (c. IT).
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Cor. V. — Due poliedri qualunque che hanno gli
spigoli ordinatamente proporzionali ¢ i triedri da essi
compresi eguali sono simili.

La dimostrazione ¢ analoga a quella del cor. IV
del teor. VI ove in luogo di considerare due triangoli
si considerano due tetraedri corrispondenti.

Cor. YI. — Due cubi qualunque sono simili.

76. Probl. I. — Cosiruire un poligono simile ad
un altro poligono, essendo dato un lato che corrisponda
ad un lato del poligono dato. '

Dati il poligono ABCDEM e il segmento 4A' B’
sopra una retta che corrisponda ad 4 B, si conduca
I"unica retta B’ C' che da una parte di 4'B' formi con
A'B' un angolo eguale all'angolo 4B C, e sia questo
A'B' C' (fig. 195). Indi si prenda su B' C' un segmento
B’ C' quarto proporzionale dopo 4B, A'B', BC.

E
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Il triangolo 4'B'C" sard simile al triangolo 4B C
{c. I, t. IV, 73) epperd avrd i lati proporzionali a quelli
di 4B C e gliangoli corrispondenti eguali. I due triangoli
ABC A'B'C’ determinano una corrispondenza di simi-
litudine nei piani dei due poligoni (che possono anche
coincidere) e i.punti D' E'... corrispondenti a DE... sa
ranno gli alui vertici del poligono cercato. Per costruire

o
i punti DE.. si ripete la stessa costruzione del puntc
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C’, vale a dire si costruisce il triangolo 4'C'D’ simile
al triangolo 4CD e in modo che I'angolo B'C'D’
contenga il segmento A4'C’ come B CD contiene 4C;
cos! seguitand o si costruiscono gli altri punti E' F'...M.

Probl. 11. -— Costruire un poliedro simile ad. un
altro essendo dato il piano ed un lato di una faccia che
corrisponde ad una faccia del poliedro dato.

Sia ABCD... M il poliedro dato, =’ il piano e
A'B' il lato di una faccia del poliedro da costruirsi.
Sia ad es. 4B C la faccia del poliedro dato che cor-
risponde alla faccia situata nel piano =’ e 4B lo spi-
golo che corrisponde ad A'B' (fig. 195). In =" si co-
struisca un poligono A'B'C’ ... simile ad ABC....
(probl. I). Si costruisca inoltre da una parte del piano z’
il triedro D'+ B'C'E' eguale al triedro D BCE e si
prenda D'E' quarto proporzionale dopo BD, B'D', DE.

I due tetraedri BCDE, B'C'D'E' sono simili
(c. 11, t. VII) e quindi determinano nello spazio una
corrispondenza di proporzionalitd nella quale agli altri
vertici F... M del poliedro dato corrispondono in modo
unico i punti F’... M’ del poliedro da costruirsi. Ri-
petendo la costruzione analoga alla precedente e ba-
dando che a punti situati da una stessa parte o da
parti opposte di un piano corrispondono punti situati
dalla stessa parte o da parti opposte rispetto al piano
corrispondente, si ottiene il poliedro richiesto.

7. Teor. I. — Due poligoni convessi sono simili
se hanno 1 lati ordinatamente proporzionali e gli angoli
wdinatamente eguali, eccetto 1) due lati consecutivi e I an-
wlo da essi compreso ; 2) due angoli consecutivi ed il lato
1d essi comune ; 3) tre angoli conseculivi.

Dimostrazione come pel teorema analogo dei poli-
soni, eguali (t. VII, 28). Basta in quella dimostrazione
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sostituire ai segmenti corrispondenti eguali segmenti
proporzionali.

Teor. I1. — Due piramidi sono simili se hanno un
angoloide eguale compreso da facce simili.

Come pel teorema analogo sulle piramidi eguali

(t. 10, 53).

Teor. III. — Due prismi sono simili se banno un
triedro eguale compreso da facce simili.
Come pel teorema analogo pei prismi eguali.

(t. 1I, 53).

§ 5.

Altre proprieta di poligoni e di poliedri simili
" od equivalenti.

98. Teor. I. — Se quatiro segmenti sono proporzio-
nali, il rettangolo dei medi & equivalente al reitangolo degli
estremi. E se due retiangoli somo equivalenti, due lati
consecutivi del primo sono gli eswremi e due lati consecu-
tivi del secondo somo i ftermini medi di una proporgione.

Siano a b ¢ d quattro segmenti tali che:

(1) a:b=vc:d

Sopra due rette perpendicolari incontrantisi nel
punto O si prendano i segmenti OA, OB, OC, OD
rispettivamente eguali ad @ b ¢ d, e dai punti 4BCD
si tirino le parallele alle rette medesime, le quali deter-
mineranno un rettangolo PORS (fig. 196).

I due triangoli DOQ, SOC sono simili per
avere due lati rispettivamente proporzionali, e ciot

per essere: SC: DQ = OC: OD e I'angolo d:
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essi compreso eguale; epperd saranno equiangoli e
sard 'angolo DOQ = SO C. Segue da ci6 che questi
due angoli hanno i lati opposti, e quindi le due rette
SO 0Q sono per diritto, vale a dire SQ ¢ la dia-
gonale del rettangolo PORS. T due rettangoli P4 OD,
O CRB poi sono equivalenti (t. III, 63) ; ma il retrangolo
PAOD ha per lat consecutivi gli estremi, e O CRB
i medi della proporzione (1), dunque il rettangolo dei
medi ed il rettangolo degli estremi sono equivalenti.

Fig. 196

Reciprocamente, siano a, b due lati consecutivi di
un rettangolo, ¢, d due lati consecutivi di un altro ret-
tangolo equivalente al primo; ¢ facile dimostrare che
ha luogo necessariamente l'una o 'altra delle due pro-
porzioni: a:c=d:b, a:d=c:b.

Sia x il quarto proporzionale dopo i tre segmenti
a,¢,d; sard a: c—=4d:x, ¢ per cid che si ¢ dimo-
strato sopra, il rettangolo i cui lati consecutivi sono a
ed x ¢ equivalente al rettangolo i cui lati consecutivi
sono ¢d. Ma questo & per ipotesi equivalente al ret-
tangolo dei lati ab; dunque il rettangolo dei lati a ed x
¢ equivalente al rettangolo dei lati a e b ; eppero b = x
(0. I 63). Avremo dunque: a:c=4d:b.

Analogamente, se si fosse detto y il quarto propor-
zionale dopo @ dc¢ si dimostrerebbe che y = 0.
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Cor. 1. — Le altezze ¢ le basi dei retiangoli equi-
valenti formano due sistemi di grandezze inversamente pros
porzionali.

Infatti se a, o', a'', ecc. b, b', b'".... sono le altezze
e le basi di rettangoli equivalenti si ha:

a 1a = 0b b
a’ ca = b b
a 1a" = b":b ecc

Cor. IL. — Se due parallelopipedi rettangoli equiva-
lenti hanno un spigolo comune, gli altri spigoli di essi
sono inversamente proporzionali.

Siano P e P’ i due parallelopipedi dati, a il lato
comune, bc, b'c’ gli altri spigoli. Essi hanno 'altezza a
comune e per cio 1 rettangoli basi di lati b, ¢; &', ¢’
devono essere equivalenti, ché altrimenti non sarebbero
equivalenti i due parallelopipedi (0. 67). Dunque:

b:b=c¢:¢c (c.])

Cor. TXX. — Il rettangolo di due segmenti ¢ equi-
valente al quadrato del medio  proporzionale.

Cor. IV. — Se due corde di un cerchio si tagliano
il reitangolo dei segmenti dell’una ¢ equivalente al rettan-
golo dei segmenti dell” altra.

Infatti i due segmenti della prima sono inversa-
mente proporzionali ai due segmenti corrispondenti della
seconda (t. I, 72).

Cor. V. — Se da uno stesso punto sono condotte ad
un cerchio una tangenie ed una secante, il quadrato della
tangente ¢ equivalente al retiangolo della secante e della
sua parte esterna. '

Infatti la tangente ¢ media proporzionale fra la se-
cante e la sua parte esterna (¢. I, 74).



— 161 —

Cor. VY. — Il quadrato dell'altezza di un triangolo
rettangolo, corrispondente all'ipotenusa, ¢ equivalente al ret-
tangolo dei due segmenti in cui ' altezza medesima divide
la ipotenusa.

Infatti Paltezza in discorso ¢ media proporzionale
fra le parti che essa determina sull'ipotenusa (c. II; 74).

Cor. VIL. — Il quadrato della sezione aurea di un
segmento & equivalente al reitangolo del segmento e dell’ al-
tra parte di esso (d. 74.)

Probl. 1. — Costruire il retlangolo equivalente ad
un altro retiangolo, data I' altezza (o la base).

Sia 4B CD il rettangolo dato, e sia A D' eguale al-
I"altezza data (fig. 197). Si conduca da Dla parallela alla
retta BD' fino ad incontrare 4B in B'; dico che il
rettangolo 4 B'C'D" di lati AD', AB' & quello richiesto.
Infatti dai triangoli simili 4B'D, ABD’" si ha:

AB:A4D" = 4B’ : AD

epperd 1 rettangoli ABCD, A'B'C'D' sono equivalenti

(t. D.

D' ¢
i
i \\» \\\
:" -] . 1
A B B
Fig. 197
Probl. IT. — Costruire il quadrato equivalente ad

un poligono dato.

Basta trasformare il poligono dato in un rettangolo
ad esso equivalente (pr. III, 62), e costruire il segmento
medio proporzionale fra i lati del rettangolo. Il quadrato
di questo segmento sard il richiesto.

II
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Teor. II. — Se un quadrangolo convesso é-inscritto
in un cerchio, il rettangolo delle diagonali é equivalente alla
somma dei retlangoli dei lati opposti (t. di Tolomeo).

Sia ABCD un quadrangolo convesso inscritto in
un cerchio; dico che il rettangolo delle diagonali
AC, BD & equivalente alla somma dei rettangoli dei
lati opposti (fig. 198). Conduciamo la retta 4E in
modo che siano eguali gli angoli DAE, CAB. I trian-
goli ADE, CAB avendo eguali gli angoli DAE, CAB
per costruzione e ADB e A CB perché insistenti sullo
stesso arco saranno equiangoli e quindi simili dunque:

DE:BC = DA4d:4C

Fig. 198

epperd il rettangolo dei segmenti BC, DA sard equi-
valente al rettangolo dei segmenti DE, 4 C. Ma i trian-
goli EAB, DAC hanno gli angoli in B e C eguali
per dato e gli angoli in A eguali essendo:

FAB = FAC + CAB ¢ DAC == DAE + EAC

per conseguenza essi sono simili ; epperd si avri ana-
logamente che il rettangolo dei segmenti DC, AB sard
equivalente al rettangolo dei segmenti £B, A C. Adun-
que la somma dei rettangoli dei lati opposti del qua-
drangolo & equivalente alla somma del rettangolo dei
segmenti DE, 4C col rettangolo dei segmenti EB, 4C
e quindi al rettangolo unico delle diagonali DB, 4 C.



— 163 —

99. Teor. X. — Se due piramidi hanno eguali altezze
e basi equivalenti, due sezioni parallele alle basi e da esse
equidistanti sono equivalenti.

Consideriamo dapprima il caso in cui le basi delle
due piramidi siano triangoli eguali ABC, A'B'C’
(fig. 199). Siano D EF, D'"E'F' le sezioni fatte con
piani paralleli alle basi ed equidistanti da queste. Sap-
piamo che 1 due triangoli DEF 4B C avendo i lati
rispettivamente paralleli sono simili e che per cio:

DE:AB = I'E: CB = DF: 4C

e similmente che

D'E' :AB = F'E':C'B" = D'F': 4'C".

Fig. 199

Ma il rapporto fra DE ed 4B ¢ eguale al rapporto
fra VD e VA, e questo & eguale al rapporto fra la
parte VH e ttta | altezza VG, essendo 4 G parallela
a DH; dunque:
DE:A4B = VH: VG.

Similmente: D'E' : A'B' = V'H' : V'G'.
Ma poiche per ipotesi:

VH = V'H’ VG = V'G" 4B = A'B’
cosi ne consegue: D'E' = DE
ed i due triangoli simili DEF, D'E'F' sono anche
eguali.
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Considerando ora il caso in cui le basi delle due
piramidi siano poligoni equivalenti, basterd osservare
che esse possono considerarsi come somme di parti e
quindi anche di triangoli ciascuno a ciascuno rispetti-
vamente eguali. Ne consegue che le piramidi date si
possono considerare divise in egual numero di tetraedri
i quali hanno basi rispettivamente eguali ed eguali al-
tezze. E poicheé le sezioni fatte in ciascuna delle coppie
di tetraedri corrispondenti da piani equidistanti dalle
basi sono eguali fra loro, le sezioni fatte nelle piramidi
da piani equidistanti dalle basi, sono somme di wuian-
goli rispettivamente eguali e quindi sono equivalenti.

Teor. II. — Un tronco di piramide a basi paral-
lele & equivalente alla somma di tre piramidi, le quali hanno
la stessa altezza del tronco, e per basi rispettive le due
basi del tronco e la media proporzionale tra esse.

Sia ABCDEF un tronco di tetraedro a basi trian-
golari parallele (fig. 200). Il piano B CD divide il tronco
nel tetraedro DABC e nella piramide DB CFE, che
ha per vertice D e per base il trapezio B CFE. Questa
piramide & divisa dal piano D B F nei tetraedri DB CF,

Fig. 200

DBEF. Ma DBCF ¢ equivalente al tetraedro di base
BCF e col vertice nel punto G in cui la parallela da
D alla FC incontra 4 C, poich¢ ha comune con esso
la base BCF e I altezza (t. I, 66). Quindi il tronco &
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equivalente alla somma dei tre tetraedri DABC, DBEF
GBCF i quali hanno per comune altezza quella del
tronco, e per basi rispettive 1 triangoli 4BC, DEF,
BCG. E poiche i triangoli 4BC, DEF sono le due
basi del tronco, resta a provare che il triangolo BCG
¢ medio proporzionale fra essi. A tal fine osserviamo
che i triangoli ABC BCG hanno comuni il vertice B
e 1’ altezza, quindi:

ABC : BCG = AC : CG

Inoltre conducendo EH parallela ad FC fino ad
incontrare BC in H e tirando GH si ha:
BCG: CGH—=BC:CH

Ma per essere GH parallela a DE e quindi ad 4B:
AC: CG=BC:CH
Adunque:
ABC:BCG=BCG:CGH

€ poiche il triangolo CG H & uguale al triangolo DEF
€osl ¢

ABC:BCG = BCG: DEF

ossia BCG ¢ medio proporzionale tra A4BC e DEF.

Siano ora ABCD..., A'B'C'D'.... le basi parallele
di un tronco di una piramide a base poligonale qualun-
que. Si scompongano le due basi in triangoli, di guisa
che il tronco riesca cost scomposto in tronchi di te-
traedri a basi parallele. Applicando dunque a questi il
teorema per essi gid dimostrato e sommando, il teorema
risulta pure dimostrato per la loro somma e quindi an-

che pel tronco di piramide 4BCD.... A'B'C'D'....

80. Teor. L. — I perimetri di due poligoni simili
stanno fra loro come due lati omologhi.
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Siano ABCD.... A'B'C'D'.... i due poligoni simili;
avranno luogo le proporzioni:
AB:A'B =BC:B' C =CD: C'D" ecc.
e per il teor. X, 71
AB+BC+ CD +++: 4B
= A'B+BC + C'D" + - : 4'B

da cui:
AB+BC—+ CD
A'B'+B'C' + CD' = AB: A'B’
Dich. T. — Un rettangolo di lati consecutivi a e &

si indica anche con 7 (ab). Un quadrato di lato a st
indica con ¢ (a).

Dieh. IT. — Un parallelopipedo retto avente per
base il rettangolo  (ab) e lo spigolo laterale ¢ si in-
dica anche con p (abc). Un cubo di lato a si indica
con ¢ (a).

Teor. 1. — Due triangoli simili sianno fra loro
come i quadrati di due lati omologhi.

Siano dati due triangoli simili ABC, 4'B'C’; dico
che essi stanno fra loro come i quadrati di due lati omo-
loghi, ad es. di 48, 4'B’' (fig. 201). Siano h e h' le

G
SN N
[ 1\ f
A H B8 A H' B

Fig. 201

altezze dei vertici C e C'. Le rette CH e CH' sono
rette corrispondent nei due triangoli simili ABC, 4'B' C"



— 167 —

dunque 1 loro piedi sono punti corrispondenti, e quindi
sono segmenti corrispondenti le altezze h e b', eppero:
AB: A'B' =h: b’ (1)

I rettangoli di basi 4B, A'B' e di altezze b e b’

sono equivalenti ai doppi dei triangoli dati, dunque:
ABC:A'B'C' = v (AB-hy:r(A4A'B".b") (2)

1l quadrato di lato 4B e il rettangolo (4 B,h) avendo
la stessa base AB stanno fra loro come le altezze, 4B
e b', dunque: :
q(AB):r(AB-h)y= AB:h (3)
E analogamente:

q(A'B"y:r(A'B" - b')= A'B" b’ (4)
da queste e dalla (1) si ha.
q(AB):q(A'B")=r(AB-h):r(4A'B"*}")
e da questa e dalla (2):
ABC: A'B'C' = q(4B):q(4'B")
come volevasi dimostrare.

Teor. YIX. — Due tetraedri simili stanno fra loro
come i cubi di due spigoli omologhi.

Siano ABCD, A'B'C'D" i due tetraedri simili;
dico che stanno fra loro come i cubi di due lati omo-
loghi, ad es. di 4B e 4'B' (fig. 202). Come per le al-
tezze CH e C'H' nei wiangoli simili ABC, 4'B'C' si
dimostra che le altezze DH ¢ D'H' sono segmenti cor-
rispondenti nella corrispondenza di similitudine determi-
nata dai due tetraedri. I parallelopipedi

p(4B, CH', DG) p(4'B', C'H', D'G")
sono equivalenti a sei volte 1 tetraedri ABCD, A'B' C'D’
dati (t. V, 66), dunque:
ABCD:A'B'C'D' =p(4B, CH,DG): p(4'B',C'H',D'G")
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Si trasformi il primo in un alro parallelopipedo
retto equivalente che abbia per base un quadrato di lato
AB e che percid avrd una certa altezza b ; si avranno
cost due parallelopipedi rettangoli equivalenti aventi lo
spigolo comune 4B e rispettivamente gli altri spigoli

CH,DG; AB e h. Si ha quindi:
CH:DG—=—#h:A4B

Fig. 202

Analogamente indicando con b’ I'altezza del paral-
Jelopipedo retto che ha per base un quadrato di lato
A'B' equivalente al parallelopipedo p (4'B', C'H', D'G')
si avra :

CH :D'G =h:AB
ma CH, CH'; DG, D'G' sono segmenti corrispon-
denti vale a dire :
CH:CH —=DG:D'G'
dunque : b :AB = h' : A'B’
ossia AB : A'B' —= b : b’ (1)

La dimostrazione procede ora nello stesso modo
della dimostrazione del teorema precedente dopo la pro-
porzione (1), solo che in luogo dei rettangoli di basi
AB, A'B" e di altezze b e b’ e dei quadrati di lati
AB, A'B' bisogna considerare i parallelopipedi retti
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aventi per base 1 quadrati di lati 4B, 4'B" e di al-
tezze b e b e 1 cubi di lat 48, 4'B".

Teor. IV. — In figure simili, i triangoli corrispon-
denti sono proporzionali.

Siano F e F' le due figure simili, e siano dati
dapprima due triangoli di F, 4BC, BCD aventi un
lato comune BC (fig. 203). I triangoli corrispondenti
A'B'C', B'C'D' in F' avranno in comune il lato B’ C’
corrispondente a BC. I triangoli 4BC, A'B'C' e i
triangoli BCD, B'C'D' stanno fra loro come i qua-
drati dei lati BC, B’C' (u. 1I); dunque si ha:

ABC : A'B'C'" — BCD : B'C'D'
donde ABC : BCD — A'B'C'" : B'C'D’ (2)

Fig. 203

Se sono dati invece due triangoli 4BC DEF
qualunque di F, e se si considera la serie de’ triangoli
ABC, BCD, CDE, DEF nella quale due triangoli
successivi hanno un lato comune e si considerano
inoltre 1 triangoli corrispondenti, si avra da (1)

ABC : A'B'C' —= BCD : B'C'D'
BCD :B'C'D' CDE : C'D'E'
CDE : C'D'E' DEF : D'E'F'
dacui ABC:A'BC — DEF : D'E'F
ossia.  ABC : DEF —= A'B'C' : D'E'F’

come volevasi dimostrare.

1
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Cor. X. — In figure simili i poligoni corrispon-
denti sono proporzionali.

Infatti si scompongano i due poligoni P e P’ in
triangoli corrispondenti; indicando con A, Ay.. Adn
A Ay A le due serie di questi triangoli si ha:

Ay i Ao Ay = Ay 2 4y .0 A"y e percid:
P:P' = A : 4.

Cor. TI. — Due poligoni simili stanno fra loro come:
i quadrati di due lati omologhi.

Se P e P' sono due poligoni simili, 4B, 4'B"
due lati omologhi e 4BC, A'B'C’ due triangoli corri-
spondenti di essi, si ha:

P:P = 4BC : 4'B'C’" (c. I)
P:P" = q (4B):q (4'B") (. 1I).

Cor. ITL. — Le superficie di due poliedri simili
stanno fra loro come i quadrali di due lati omologh.

Se P, P,... P,, P/'Py... P,/ sono le facce dei due
poliedri si ha:

P :P,.. P, = P/':P .. P
e quindi
P, + P+ + P, : P = P+ P+ +P':P/
ossia indicando con S e §' le superficie dei due poliedri
S:8" = P :P = ¢ (dB):q (4'B")
essendo A B, A'B' due spigoli dati di P, e P/.

Cor. IV. — Se due figure poligonali simili  sono
proporzionali ad altre due figure poligonali simili, i loro
lati omologhi presi mello stesso ordine sono proporzionali.

Siano P, P'; P, P/ le due coppie di figure poli-
gonali simili, tali dunque che (1) P: P, == P’ : P/.
Siano inoltre 4B, CD; A'B', C'D' i lati omologhi
di essi; dico che si ha:

AB : CD — A'B' : C'D',
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Infatti le figure poligonali Pe P’ determinano una
corrispondenza di similitudine fra i loro piani, sicche
scelto un segmento C; D, = CD nel piano di P e
costruito in esso una figura Q col lato C, D eguale alla
figura P), ad essa corrisponderd una figura simile Q'
col lato Cy' Dy omologo a C;D,. Si avri:

P:Q="P:0 (],
ossia P:P, =P :Q0'
donde per la (1) P = Q'
dunque C/D/' = C'D".

Ma: AB:C, Dy = A'B" : ¢ D/
e percio AB: CD = A'B': C'D".

Cor. V. — Due figure poligonali simili ed equiva-
lenti sono eguali.

Infatti se P e P' sono le due figure, e a ¢ a'
due lati corrispondenti qualunque di esse si ha:

P:P = ¢q (a):q (a') (c. II).
Ma P:-=P', dunque ¢ {a@) = ¢ (a') ciot a=2a' ¢

per cio le due figure P e P’ sono eguali.

Weor. V. — In figure stereomelriche simili 1 fetraedri
corrispondenti sono proporiionali.

Dati due tetraedri 4BCD, EFGH si possono
formare cogli stessi vertici i tetraedri ABCD, BCDE,
CDEF, DEFH, EFHG, tali che due successivi hanno
una faccia in comune. Ci¢ premesso, la dimostrazione
di questo teorema procede nello stesso modo che quella
del teor. IV, tenendo conto del teor. III.

Cor. L. — Due poliedri simili stanno fra loro come
i cubi di due lati omologhi.

La dimostrazione ¢ analoga a quella del cor. II
del teor. 1V basta scomporre i poliedri in tetraedri.
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Cor. I1. -— Se due figure poliedriche simili sono
proporzionali ad altri due  poliedri simili, i loro spigoli
omologhi presi mello stesso ordine sono proporzionali.

La dimostrazione ¢ la stessa del cor. IV del t. IV,
solo che in luogo dei poligoni si considerano i poliedri.

Cor. IIY. — Due figure policdriche simili ed equi-
valenti sono eguali.

La dimostrazione ¢ la stessa del cor. V del t. IV.

Probl. — Costruire un poligono che sia simile ad
un poligono dato ed equivalente ad un altro poligono dato.

Siano 4 ¢ B i due poligoni dati, X il poligono
richiesto, che sia cioé equivalente a B e simile ad 4.
Si costruiscano anzitutto i quadrati 4', B’ rispettiva-
mente equivalenti ai poligoni 4, B e siano m, n i
loro lati.

Sioavrad: A B = 4:X
€ poiché se quattro poligoni simili a due a due sono
proporzionali, sono pure ordinatamente proporzionali i
lati omologhi, si dovra avere, dicendo / un lato di 4, x
I omologo di X:

min = |:x.

Si costruisca pertante il segmento quarto propor-
zionale dopo m n I e su di esso, preso come lato omo-
logo del lato I del poligono A si costruisca il poligono
simile ad 4 (pr. I, 76). Esso sara il richiesto.

§ 6.
Poligoni regolari

81. Oss. I. — Il triangolo equilatero e il quadrato,
che sappiamo costruire, quando sia dato il lato, sono i
poligoni regolari di tre e di quattro lati (d. II, 34).
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Probl. I. — Costruire I’ esagono regolare che abbia
un lato eguale ad un dailo segmento.

Sia a il segmento dato. Si descriva il circolo di
centro O e raggio OA4 = a, si tiri la corda AB
eguale ad a e si unisca B con O (fig. 204). Il triangolo
0OA4B ¢ equilatero, 'angolo A0 B la terza parte di
due retti e quindi la sesta parte di quattro reti. Se
dunque si tirano le corde BC, CD, DE, E'F eguali al
raggio a, ad esse corrisponderanno angoli al centro
eguali alla sesta parte di quatwro retti, ciot ad 40B;
I’ angolo AOF, che ¢ la differenza tra quattro retti e
cinque volte la sesta parte di quattro retti, sard esso
pure eguale ad AOB, e la corda AF per conseguenza
sard eguale alle alwe. Il poligono ABCDEFG ha
dunque i lati eguali al segmento a; esso ha anche gli
angoli eguali perché angoli alla circonferenza che sono
inscritti in archi eguali. Esso poligono & pertanto l'esa-
gono regolare richiesto.

AT

Fig. 204

Probl. I1. — Inscrivere e circoscrivere ad un cerchio
un poligono regolare di 3, 6, I2... vertici.

a) Dato il cerchio di centro O (fig. 204) si sup-
ponga per un momento che il triangolo 4CE sia equi-
latero. Le rette 04, OC, OE sono le bissettrici degli
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angoli del triangolo, e quindi detto B 1'ulteriore punto
d'intersezione della retta O E col cerchio, i triangoli
AOB, BOC sono pure equilateri perché sono isosceli
e "angolo al vertice ¢ la sesta parte di quattro retti.
Pertanto 4B = BC = 04. Per costruire dunque il
triangolo equilatero basterd costruire le corde 4B, BC
eguali al raggio, e il punto opposto E di B rispetto al
centro 0. Congiungendo 1 pund 4, C, E, si avrd il
triangolo richiesto.

b) Si osservi che 4B = BC = 04, e quindi
congiungendo 4, B, C con O si hanno i punti D, E, F
tali che per la dimostrazione precedente ¢ 4B = BC
= CD = ED = EF = FA. Inoltre, essendo i
triangoli 4O B, BCO ecc. equilateri, gli angoli 4BC,
BCD ecc. dell’esagono sono cguali, vale a dire 'esa-
gono ABCDEF ¢ regolare. Per costruire dunque un
esagono regolare inscritto unel cerchio basterd prendere
le corde 4B, BC, CD, DE, EF eguali al raggio, da
cul risultera pure 4B = FA4.

¢) Per inscrivere nel cerchio un dodecagono re-
golare basterd dividere per metd gli archi sottesi dai
lat dell' esagono, si otterranno cosi altri sei punti che
coi vertici dell’esagono determineranno un dodecagono
regolare.

d) Per circoscrivere un poligono regolare al cer-
chio, ad es. di sei lati, basta condurre- le tangenti al
cerchio nei vertici di un esagono regolare inscritto
(fig. 204) le quali formeranno I” esagono A'B'C'D'E'F'
richiesto. Infatti i triangoli 4 4'B, BB'C ecc. essendo
AB=BC FA4 = ABA' = CBB' = BCB' sono
eguali, dunque 4'B= BB' = B'C = CC(’ ecc. ossia
A'B' = B'C'.... Inolre 44'B = BB'C.. dunque
V'esagono A'B'C'D'E'F' ¢& regolare.
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La stessa operazione e lo stesso ragionamento val-
gono se si tratta di circoscrivere al cerchio un poligono
regolare qualsiasi di » lati, quando si sappia inscrivere
al cerchio un poligono regolare dello stesso numero di
vertici.

Probl. III. — Inscrivere o circoscrivere ad un cer-
<hio un poligono di 4, 8.... vertici.

a) Si conducano pel centro O del cerchio due dia-
metri perpendicolari 4 C, BD (fig. 205); il poligono
ABCD ¢ un quadrato, come & facile riconoscere.

1 ¢

A—7—|D~_.__-—.D
2N

A N 0 7

B : ¢
Fig. 205

b) Per l'ottagono regolare basta dividere per metd
gli archi sottesi dai lati del quadrato e congiungere suc-
<essivamente i vertici del quadrato coi punti cosi otte-
nuti.

¢) Per circoscrivere al cerchio un quadrato od un
ottagono regolare basta condurre le tangenti nei vertici
del quadrato o dell’ ottagono inscritto {pr. II, d).

Probl. IV. — Dato il lato costruire il pentagono
vegolare. .

Sul lato 4B (fig. 206) si innalzi in B un segmento
BF perpendicolare ed eguale ad 4B, ¢ con centro nel
punto medio M di 4B e con raggio MF si tagli il pro-
lungamento di 4B da A4 verso B nel punto G. Colla
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base BG si descriva il triangolo isoscele BCG di lato
eguale ad 4B: il punto C sard vertice del pentagono.
Osservando che il terzo vertice D & nella perpendicolare
innalzata da M su 4 B, & facile costruire gli altri vertici D
ed E del pentagono, senza bisogno di descrivere la cir-
conferenza ad esso circoscritta.

Fig. 206

Infatti per essere BG la sezione aurea di 4B (0. 74)
abbiamo :
AB — BG:BG=DBG: 4B
da cui (. V, 70).
AB:BG=—=AG: 4B
od anche, essendo per costruzione 4B = CB= CG,
BC:BG=A4G: CG
Ma i due triangoli CBG, 4 CG avendo eguali gli
angoli in B e in G, e proporzionali i lati che li com-
prendono, sono simili epperd :
CG:BG=AC:CB.
Dalle due ultime proporzioni e dall'essere 4 B = CG,
si ricava poi che:
AG=4C
Segue da cid che ¢ isoscele il triangolo 4 CG; ma
sono anche isoscell i triangoli 4BC e BCG; epperd:

AGC= CBG = {ACB)2=ACG= (BCG)2
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Il triangolo CBG ha dunque gli angoli alla base
doppt del rimanente, cioe¢ CBG ¢ due quinti dell’ an-

golo piatto e quindi I'angolo ABT e quinti dell’'angolo
piatto, o, c¢id che ¢ lo stesso, un quinto della somma
degli angoli interni di un pentagono convesso.

0Oss. II. — La costruzione precedente insegna an-
che a costruire un angolo che sia la quinta parte di
due retti o, cid che & lo stesso a costruire un triangolo
isoscele di cul gli angoli alla base sono doppi del ri-
manente.

Probl. V. — Inscrivere o circoscrivere ad un cer-
chio un poligono regolare di 5, 10... vertici.

Per la costruzione del pentagono regolare inscritto
in un cerchio di centro O e di raggio OA4 (fig. 206)
basta costruire l'angolo 4O B eguale alla quinta parte
di quattro angoli retti; la corda 4B sara il lato del
pentagona richiesto.

Dividendo per metd gli archi sottesi dai lati del
peatagono, i punti di divisione e i vertici del pentagono
sono 1 vertici del decagono regolare.

Ovvero basta costruire il segmento aureo 4B del
raggio OA. E unendo alternativamente i vertici del de-
cagono si avra il pentagono.

Per circoscrivere al cerchio un pentagono o un
decagono regolare si procede come per gli alui poli-
goni regolari circoscritti.

Teer. — Due poligoni regolari dello stesso numero
o o
di wvertici sono simili.
Se 7 ¢ il numero dei loro verdci, la somma dei
loro angoli ¢ 2 - 4 retti, dunque gli # angoli dei due
oligoni sono eguali. T poligoni hanno per cid i lati
o o ) o
proporzionali e gli angoli eguali; dunque sono simili.
12
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ESERCIZI

Libro quinto

Se due grandezze sono equimultiple di altre due, e queste
sono pure equimuliple di altre due, le prime sono equimul-
tiple delle ultime.

Due figure poligonali (o poliedriche) sono equivalenti se sonc
comprese fra classi contigue di figure poligonali (o polie-
driche) equivalenti {Coi segmenti associati).

§ 2.

La somma e la differenza del primo antecedente e del suo
conseguente di una proporzione e la somma e la differenza
del secondo antecedente e del suo comseguente sono pro-
porzionali.

In una proporzione di quattro grandezze omogenee a un an-
tecedente ¢ al proprio conseguente si pud sostituire la somma
(o la differenza) degli antecedenti e dei conseguenti.

Se tre rapporti sono eguali, ¢ un antecedente & eguale alla
somma (o alla differenza) degli aluri due, sard pure il suo
conseguente eguale alla somma (o alla differenza) degli al-
tri due. E inversamente.

§ 3

. In ogni triangolo la bissettrice di un angolo interno divide il

lato opposto in due parti che sono direttamente proporzio-
nali ai lati rimanenti; e se la bissettrice di uu angolo esterno
di un triangolo taglia il lato opposto, le distanze del suo
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punto d’incontro dai vertici di esso sono pure proporzionali
ai lati rimanenti.

1) Se dai centri di due cerchi si conducono due raggi paral-
leli qualunque e dello stesso verso, la retta che unisce i loro
estremi taglia 1" asse centrale nel medesimo punto esterno
al segmento dei centri {ceniro di similitudine esterno dei due
cerchi), pel quale passano, se esistono, due tangenti comuni
ai due cerchi che li lasciano dalla stessa parte.

2) Se i raggi sono paralleli e di verso opposto la retta
che unisce i loro estremi taglia I’asse centrale nel medesimo
punto interno al segmento dei centri (centro di similitudine
interno dei due cerchi) pel quale passano, se esistono le due
tangenti comuni dei due cerchi che li lasciano da parte op-
posta.

Costruire le tangenti comuni di due circonferenze (6).

. Costruire una circonferenza che passi per due punti e tocchi

una retta data.

Costruire una circonferenza che passi per un punto e tocchi
due rette date (9).

Condurre per un punto un segmento che abbia gli estremi
sopra due rette e sia diviso dal punto in un rapporto dato.

Se ABC & un triangolo inscritto in un cerchio e se da B si
conduce la parallela alla tangente in A4 fino ad incontrare la
retta AC in D, AB & media proporzionale fra i segmenti
AC e AD. ‘

1l luogo geometrico dei punti, le cui distanze da due punti
dati stanno fra loro in un dato rapporto ¢ un circolo,

Costruire un triangolo dati a, 4, e b: ¢ (13).

§ 4.

In figure simili a rette parallele dell’una corrispondono rette
parallele dell’ altra.

In figure simili a rette e piani perpendicolari dell’una corri-
spondono rette ¢ piani perpendicolari dell’ altra.

Ogni figura simile ad un circolo, & un altro circolo.

Ogni figura simile ad una sfera, o ad un cono, o ad un ci-
lindro & un’altra sfera, o un altro cono, o un altro cilindro.

Se due figure piane simili hanno due coppie di segmenti omo-



— 180 —

loghi paralleli, gli altri segmenti omologhi sono pure pa-
ralleli.

20. Se in due figure stereometriche simili a tre segmenti paralleli
dell'una sono omologhi tre segmenti paralleli dell’altra, due
segmenti omologhi qualunque sono paralleli.

21. Se tre coppie (quattro coppie) di punti corrispondenti di due
figure piane (stereometriche) simili sono allincate con un
punto, con questo punto sono pure allineate tutte le altre
coppie di punti corrispondenti, e i segmenti corrispondenti
sono paralleli.

Def. — In tal caso le due figure simili diconsi omotetiche.

22. Condurre per un punto fuori del foglio di disegno (determi-
nato da due rette) la parallela ad una retta data (colle figure
omotetiche).

23, Condurre per un punto fuori del foglio di disegno la perpen-
dicolare ad una retta data (id.).

24. Dato un poligono P regolare inscritto in un cerchio, circo-
scrivere al cerchio un poligono P’ simile a P.

25. Se si taglia un tetraedro con un piano parallelo ad una fac-

) cia si ottiene un tetraedro simile al dato,

26. Costruire un triangolo, date le altezze.

§s.

27. Dividere un triangolo in parti equivalenti mediante rette pa-
rallele ad un lato. )

28. Dividere un trapezio in parti equivalenti mediante rette paral-
lele alle basi (27).

29. Dati due poligoni simili P ¢ P’ costruire un terzo poligono P”
simile ai due primi ed equivalente alla loro somma o alla
loro differenza.

30. 11 luogo dei punt le cui tangent a due cerchi sono eguali &
una retta perpendicolare all’ asse centrale (asse radicale dei
due cerchi).

3t. Esiste un punto le cui tangenti a tre cerchi sono eguali (30).

32. Costruire 1" asse radicale di due circoli (31).

§ 6.
33 I lato del triangolo regolare circoscritto ad un circolo &
doppio del lato del triangolo regolare inscritto.
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34. L'esagono regolare & doppio del triangolo regolare inscritto
nello stesso cerchio.

35. Con quali poligoni regolari dello stesso numero di lati si
pud comporre un pavimento ?

36. Un poligono equilatero inscritto al cerchio ¢ reg

37. Un poligono equiangolo circoscritto al cerchio & regolare. E
un poligono equiangolo inscritto nel cerchio & sempre re-
golare ?

38. Due diagonali di un pentagono regolare che non passano pel
medesimo vertice si tagliano in sezione aurea.

39. Inscrivere un ennagono regolare in un altro ennagono re-
golare.

golare.
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LIBRO SESTO

§ 1.

Lunghezza della circonferenza e area del cerchio

82. Teor. I. — I perimetri di due poligoni simili
inscritli o circoscritti a due circoli stanno fra loro come i
raggi dei due circoli.

Dimostriamo il teorema. pei poligoni inscritti.

Siano ABC, 4'B'C' due triangoli formati con tre
vertici consecutivi dei due poligoni; O, O' i centri dei
due circoli (fig. 207).

Fig. 207

o I triangoli ABC, A’B'C’ essendo simili, saranno
eguali gli angoli BC 4, B'C'4’"; e quindi saranno eguali
gli angoli al centro A0 B, 4'O'B' corrispondenti (. 33).
Ma i triangoli isosceli 4O B, 4'O'B' sono equiangoli
perché hanno l'angolo al vertice egunale e quindi eguali
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anche gli altri due (v VIIL, 27), dunque sono simili
(c. I, t. V, 75) e percid:
AB:A'B' —= 40 : 4'0".

E siccome i perimetri P e P' di due poligoni simili

stanno fra loro come i lati omologhi, cosl
P:P — 4B:4'B'

da cui:
P:P' = 40:4'0".

Dich. I. — Se si ha una serie di grandezze omo-
genee A, Ay... A.... usando il linguaggio del movimento,
diremo che si ha una grandezza variabile A ; e le
grandezze della serie chiameremo stari della grandezza
variabile medesima,

Dich. ¥L. — Sc una grandezza variabile, da un
suo stato diventa e rimane minore (maggiore) di ogni
grandezza data ad essa omogenea, diremo che la gran-
dezza variabile diventa indefinitamente piccola (indefinita-
mente grande).

Oss. — Si & visto che fra due serie contigue di
grandezze, ad es. di segment sulla retta, esiste un’ unica
grandezza, determinata dalle due serie, o, cid che ¢ lo
stesso, da una delle due serie medesime.

Dich. TII. — Quando una grandezza L ¢ deter-
minata da due serie contigue di grandezze, o, come
anche si dice col linguaggio del movimento da due wva-
riabili convergenti, L dicesi limite delle due serie, o delle
due variabili.

Teor. IX. — I perimetri, e cosi le superficie, dei
poligoni regolari inscritti e circoscritti ad uno stesso cir-
colo costituiscono due classi contigue,

a) Indichiamo con P, e p, rispettivamente i peri-
metri di due poligoni regolari di » vertici, il primo cir-
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coscritto, il secondo inscritto allo stesso circolo di rag-
gio r. Il poligono inscritto ¢ esso pure circoscritto ad
un cerchio che ha per raggio 1 apotema. Indicando
con a, 'apotema di questo poligono, e ricordando che
due poligoni regolari dello stesso numero di vertici sono
simili (t. 81), avremo:
(1) P, po= 7 an (t. I, 82).
Quando n aumenta, "arco sotteso dal lato del
poligono diminuisce, e quindi diminuisce anche il lato
stesso (c. t. ], 29); mentre I'apotema aumenta (t. III, 29).
Quindi se 4B e AB' sono lati di due poligoni rego-
lari inscritti, ed & 4B" < AB, e se OC, OC' sono i
loro apotemi (fig. 208) si ha: OC' > OC. La dif-

ferenza r — a, per n abbastanza grande ¢ minore di
ogni segmento dato e Infatti se, qualunque sia n, fosse
r — a, > &  sarebbe pure @, < 7 — & mentre

descritta la circonferenza di raggio r — ¢ e di centro O,
i poligoni regolari i cui lati sono compresi fra questa
circonferenza e la data hanno un’apotema maggiore di
r — e: dunque 7 — a,, quando # diventa indefinita-
mente grande, diventa indefinitamente piccola {(dich. II).

Fig. 208

Ma per la (1) decresce indefinitamente (t. III, 70) anche
P, — p,; dunque la prima parte del teorema ¢ dimostrata.
b) Per la seconda parte -osserviamo che si ha
{c. I, t. IV, 8o):
r(Par)ir (pooan) = q (1)1 q (an);
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dico che quando r -— a, decresce indefinitamente an-
che la differenza dei quadrati di » e di @, decresce in-
definitamente, e quindi decresce indefinitamente anche :
r (Por) — 7 (pa au)
Sia ABCD un quadrato di lato r; e 4B'C'D' un
quadrato di lato a, (fig. 209). Si trasformi il quadrato
AB'C'D' nel rettangolo ADB"C" di altezza AD;
le rette B'D, B''D’' sono parallele. La differenza dei due

3

quadrati & equivalente alla differenza dei due rettangoli
AB"C"D, ABCD, vale a dire al rettangolo B"BCC"'.
Dalla figura inoltre si ha:

AD: AB' == A4AD': AB"

ossia ¢ ria, — a, : AB".

A B" BB

Fig. 20y
Quando r — a, decresce indefinitamente lo stesso
accade di: @, — AB"” quindi anche di {r — a,) +

(@, — AB") = r — A4B"; dunque il rettangolo
B"BCC" diventa indefinitamente piccolo (perche due
rettangoli della stessa altezza stanno come le loro basi,
e quindi quando la differenza delle basi diventa indefi-
nitamente piccola, tale diventa anche la differenza dei
due rettangoli); e quando il numero dei vertici dei po-
ligoni regolari inscritti o circoscritti aumenta indefini-
tamente la differenza v — a, e quindi anche perla (1):
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r (Po 7) — 7 (pa @.) diventa indefinitamente piccola

(d. IV, 69 e dich. II) c. v. d.

Teor. ITL. — La circonferenza ¢ limite dei perime-
tri, ed il cerchio ¢ limite delle superficie, dei poligoni re-
golari inscritti e circoscritti ad essa.

a) Infatti i punti della circonferenza o sono vertici
dei poligoni, oppure sono compresi fra tutti i poligoni
inscritti e circoscritti ad essa, 1 cui perimetri hanno una
differenza che diventa indefinitamente piccola col cre-
scere del numero dei vertici. E facile ora dimostrare
che non vi & alcun punto X non appartenente alla cir-
conferenza, il quale goda di tale proprieta.

Se ad es. X ¢ interno alla circonferenza, si conduca
il raggio O X che la incontrerd in Y (fig. 210 a). Siccome-
col crescere indefinitamente del numero # dei vertici
decresce indefinitamente il lato del poligono regolare
inscritto, cos